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$ 1 从 列 算 式 到 列 方程 


大 家 知道 ， 在 算术 里 ， 用 列 算 式 来 解 应 用 题 ， 需 要 经 过 一 
番 相 当 的 思 沽 ， 可 是 ， 一 旦 改 用 列 方程 的 代数 解法 ， 问 题 却 恋 
得 比较 简单 了 . 
为 什么 用 算术 解法 显得 困难 ， 而 用 代数 解法 却 变 得 容易 
呢 ? 其 中 的 “奥妙 ”在 哪里 呢 ? 让 我 们 看 一 个 例子 ， 
例 敌 机 以 每 分 钟 16 公里 速度 第 犯 我 领空 ,我 机 以 每 分 钟 
22 公里 速度 出 击 相 距 289 公里 处 的 禹 机, 在 相距 0.3 公里 时 开 
炮 而 击落 敌 机 ， 问 我 机 飞行 时 间 (炮弹 飞行 时 间 忽 赂 不 计 )， 
列 算 式 的 算术 解法 ;敌我 两 机 相向 而 行 , 以 每 分 钟 (22 十 16) 
公里 的 速度 接近 ， 接 近 到 0.3 公里 处 敌 机 被 击落 ， 因 而 敌我 两 
机 相向 飞行 的 总 距离 是 (289 一 0.3) 公里 ， 最 后 可 得 
我 机 飞行 时 间 一 “2 二 17.6( 分 )， (1) 
列 方程 的 代数 解法 ， 设 我 机 飞行 时 间 为 7 分钟 ， 将 问题 的 
条 件 “ 翻 译 ” 为 等 式 ，` 避 得 
22zx 十 16z 十 0.3 一 289， (2) 
通过 移 项 、 合并 同类 项 ， 最 后 得 
289—0.3 z 
: 一 一 77 二 1 (3) 
由 上 看 到 ， 用 算术 解法 所 列 出 的 等 式 (1)， 恰好 就 呈 代 数 
解法 最 后 得 到 的 等 式 (3) ， 这 就 是 说 , 列 算式 的 算术 解法 , 从 头 - 
至 尾 全 赁 思考 分析 ,一 次 就 要 给 出 一 个 未 知 数 在 一 边 已 知 数 在 
。 1 。， 


沙 


另 一 边 的 等 量 关系 (3)， 难 度 较 高 ， 列 方程 的 代数 解法 只 要 列 
等 量 关 系 (2)， 而 从 (2) 至 (3) 则 已 是 十 分 自然 的 程式 化 的 
运作 ， 这 样 ， 用 符号 及 运算 代 起 了 算术 解法 中 的 一 部 分 思考 ， 
使 难度 降低 了 .这 种 程式 化 的 过 渡 实 现 了 对 “算术 解法 的 无 一 
定 珊 出 进行 思考 ”的 突破 . 须知 ， 这 种 突破 归功 于 用 字母 代 
“ 数 ”、 设 未 知 数 以 及 正 负数 运 复 法 则 的 三 者 续 合 ， 这 也 联 古 
恋 难 为 易 的 奥妙 所 在 ， 话 细 地 说 ， 用 字母 代 “ 数 ”提供 了 表达 
一 般 的 数量 关系 的 可 能 ，“ 没 未 知 数 zx” 人 使“ 未知” 暂时 看 作 
“已 知 ”， 和 各 已 知 数 “一 视 同仁 ”、“ 地 位 平等 ”， 从 而 列 
出 方程 ， 最 后 利用 下 负数 运 工 解 二 未 知 hp 
“暂时 已 知 ” 

矛盾 转化 ， 

顺便 指出 ， 如 果 遇 到 一 个 算术 应 用 题 ， 我 们 不 会 列 算式 的 
话 ， 那 么 只 要 用 代数 的 办 法 列 出 方程 ， 移 项 、 合 并 同类 项 ， 但 
保留 一 切 数 据 而 不 化 简 ， 最 后 求 得 的 未 知 数 z 的 算式 ， 就 是 算 
术 解 法 里 所 要 列 出 的 算式 ， 在 这 个 算式 中 恢复 各 数据 本 来 的 其 
体 意 义 ， 束 不 难 找 出 列 算式 的 思路 . 

总 之 ,用 列 方程 的 代数 解法 来 解决 实际 问题 , 是 势 在 必 行 ， 
万 为 数学 发 展 的 必然 了 . - 

现在 我 们 可 以 仔细 地 讨论 一 下 “什么 是 方程 7., 

最 初等 的 一 种 担 法 是 ， 含 有 去 对 数 的 等 式 叫做 方程 ， 这 种 
定义 仅 是 描述 性 的 、 形 式 的 ， 克 未 涉及 方程 的 “内 在 ”。 方 程 
概念 的 完整 定义， 可 以 从 函数 观 氮 这 一 角度 给 出 ， 也 可 以 从 纯 
粹 的 抽象 代数 这 种 角度 上 给 出 ， 在 具有 一 定 代数 结构 的 集合 上 
的 多 项 式 理论 建立 之 后 ， 我 们 就 可 以 纯 代 数 地 给 出 方程 概念 的 
尼 义 ， 我 们 不 能 在 这 本 通俗 读物 中 给 出 这 一 方面 的 介绍 . 下 
面 ， 只 给 出 函数 观点 下 的 一 元 方程 的 定义 。 


4 I 。 


定义 设 了 坝 数 A(z)，09(z) 在 数 集 MI 上 有 定义 ， 由 这 两 个 
画 数 建立 的 关系 式 


j(x)=g(7x) 
叫做 方程 ， 如 村 自 变 量 工 在 M 上 取 到 数值 @C， 使 等 式 
1(c) 一 ICc) 


成 立 ， 那 么 @ 就 叫做 这 个 方程 在 数 集 MH 上 的 一 个 解 或 根 . 

显然 ， 根 据 方程 解 的 定义 ， 方 程 

/(z)=9g(z) 与 (f(z)-g(z))=0 
具有 相同 的 解 ， 即 是 两 个 具有 同样 解 的 方程 ， 因 此 ， 讨论 方程 
时 ， 也 可 以 仅 讨论 方程 右 端 为 0 的 情形 ， 即 讨论 形 如 
F(X)=0 
的 方程 

以 函数 (zx) 的 类 型 ， 我 们 来 定名 方程 的 类 型 . 

当 F(x) 为 多 项 式 ( 整 式 ) 函数 、 分 式 函 数 、 或 还 含 无 理 函 
数 时 ， 相 应 的 方程 (zx) =0 分 别 叫做 整 式 方程 、 分 式 方程 及 
无 理 方程 ， 整 式 与 分 式 方程 统称 有 理 方程 ， 有 理 与 无 理 方程 又 
统称 代数 方程. 

当 F(z) 除 含 代数 运算 外 ， 还 会 指数 函数 .对 数 函 数 . 三 角 
函数 . 反 三 角 函 数 时 , 相应 的 方程 F(x)=0 分 别 叫做 指数 方程 、 
对 数 方程 .三 角 方程 及 反 三 角 方程 .它们 统称 超越 方程 , 即 F(z) 
还 含 初等 超越 函数 时 ， 相 应 的 方程 F(z)= 0 叫做 超越 方程 

无 理 方程 常 可 通过 “有 理化 ”分 式 方程 通过 “ 整 式 化 ”化 
为 整 式 方程 ， 因 此 ， 从 理论 上 讲 ， 研 究 代 数 方程 的 重点 是 研究 
整 式 方程 . 

由 7 次 多 项 式 得 到 的 方程 

aozZ? 十 aizo TI 十 …… 十 az 十 ao 一 0 (ao 关 0)， 
叫做 n 次 代数 方程 ， 或 简称 为 4 次 方程 ,其 中 系数 co at ……"， 
。 3 。 


qs 取 实 数 或 复数 ， 或 说 据 需 要 规定 为 整数 或 有 理 数 ， 


思考 与 练习 


1， 对 于 一 个 未 知 数 的 应 用 题 ， 为 什么 用 列 方程 的 代数 解法 比 算术 解 
法 容易 得 多 ? 

2， 试 比较 方程 的 描述 性 定义 与 方程 的 函数 定义 ， 为 什么 中 学 教学 时 
常 采用 前 一 定义 ， 而 施 教 者 必须 弄 懂 后 一 定义 ? (后 一 定义 是 两 个 
方程 是 否 同 解 的 理论 根据 ) 

535， 选择 一 个 较 礁 的 算术 应 用 题 ， 用 列 方程 的 代数 解法 诱导 出 算术 解 
法 . 


$ 2 数 域 与 方程 的 解 


通常 ， 在 给 出 方程 时 ， 方 程 中 的 函数 的 定义 域 并 未 明确 指 
出 ， 因 此 这 种 函数 定义 域 常理 解 为 使 函数 有 意义 的 数 集 .使 函 
数 有 意义 是 什么 意思 呢 。 函 数 V z ， 在 实数 范围 里 考虑 ， 只 对 
x 之 0 有 意义 ， 其 定义 域 为 [0, 十 oo)， 如 果 在 复数 范围 里 考 
虑 ， 那 么 对 一 切实 数 与 复数 都 有 意义 ， 其 定义 域 为 数 平面 ， 即 
全 部 复数 . z 
” ”还 有 ， 次 方程 中 的 n 次 多 项 式 的 函数 ， 它 的 定义 域 是 什 
么 呢 显然， 这 完全 是 人 为 赋予 的 ， 可 以 是 全 体 整 数 ， 可 以 是 
全 体 有 理 数 、 全 体 实数 ， 更 可 以 是 全 体 复数 ， 总 之 ， 视 我 们 预 
先 的 假定 而 定 . 四 
”这样 一 来 ， 什 么 叫做 方程 有 解 、 无 解 呢 ? 问题 的 回答 就 复 
杂 了 . 
: 2z 一 3 二 0， 在 自然 数 集 上 无 解 ， 在 分 数 集合 上 有 解 ，， 
2x 十 3 二 0， 在 正 数 集合 上 无 解 ， 在 有 理 数 集 上 有 解 ， 
xz? 一 2 二 0， 在 有 理 数 集 上 无 解 ， 在 实数 集 上 有 解 ; 
xz? 十 1 二 0， 在 实数 集 上 无 和解 ， 在 复数 集 上 有 和 解 ，- 


二 =0, 在 普通 的 数 集 上 无 解 ， 在 近代 新 产生 的 非 标准 数 集 


上 有 解 ， 其 解 为 非 标 准 数 无 穷 大 . 

把 上 述 方程 问题 放 在 抽象 代数 里 讨论 ， 就 显得 更 为 一 般 . 
某 个 方程 在 某 个 具有 某 种 运算 的 集合 蜂 无 解 ， 而 当 这 个 集合 扩 
张 以 后 ， 那 么 在 扩张 后 的 集合 里 就 可 能 有 解 了 . 


可 
“bp 


历史 的 进程 表明 ， 无 理 数 、 正 负数 以 及 虚数 这 些 数 概念 

展 中 的 主要 里 程 碑 ， 都 是 因 解 决 方程 问题 遇 到 了 障碍 而 研究 、 
建立 的 ， 至 于 代数 数 (如 整数 ,有理数 .以 及 W 2，w 3 等 ) 与 
超越 数 (如 r,e 等 ) 也 以 是 否 是 整 系数 整 式 方程 的 解 而 区 分 的 ， 
总 之 ， 方 程 问题 传递 了 实践 要 求 建立 新 数 的 信息 ， 而 新 数 的 建 
立 皮 过 来 又 解 次 了 方程 问题 ， 在 新 的 高 度 上 ， 新 的 方程 问题 又 
再 传递 实践 要 求 建立 新 的 运算 对 象 的 信息 ， 方 程 与 数 正 是 这 样 
互 为 因果 、 互 相 促 进 、 辩 证 地 向 前 发 展 的 ， 

也 许 会 产生 这 样 的 疑 间 ， 方 程 有 解 、 无 解 这 种 相对 性 ， 不 
确定 性 , 不 是 使 方程 解 的 研究 变 得 毫 无 意义 了 吗 4 能 否 这 样 说 
7? 二 一 1 无 解 ， 我 们 制造 了 一 个 形式 符号 i=^ 一 1 ,把 i 当 作 
xz2 一 一 1 的 解 ， 方 程 z?= 一 1 不 就 有 解 了 吗 ? 如 果 这 个 办 法 可 
行 的 话 , 那 么 任何 方程 都 可 以 定义 一 个 解 , 解 方程 就 变 得 十 分 轻 
而 易 举 和 毫 无 意义 了 ， 事 实 并 非 如 此 ， 把 纯粹 符号 i=~ 一 1 
当 作 方 程 z?= 一 1 的 解 ， 这 无 非 是 一 种 自我 安慰 ， 用 未 知 来 回 
答 未 知 的 办 法 ， 丝 毫 未 绽 我 们 增加 什么 知识 ， 最 多 不 过 是 搞 了 
一 个 形式 解 ， 要 把 形式 解 z=i 转化 为 真正 有 意义 的 解 ， 就 必 
须 使 符号 i=~ 一 1 变 成 “ 数 ”一 一 可 运算 的 对 象 , 亦 即 在 实数 
与 i 之 间 找 出 一 套 运 算 规律 ， 使 e 十 大 (ca, 8 为 实数 ) 受 控 于 这 
套 所 谓 复 数 的 运算 规律 ， 到 了 这 个 时 候 ， 我 们 把 具有 运算 能 力 
的 芋 电 做 方 程 zz 一 一 1 的 解 ， 就 变 的 十 分 有 意义 了 .只 有 在 这 
以 后 ，; 所 反映 的 客观 背景 才 有 可 能 弄 清 楚 ， 它 代表 垂直 于 横 
轴 的 单位 向 量 ，“ 乘 以 数 平面 某 点 ”的 作用 ， 就 等 于 把 该 点 
绕 原 点 旋转 90 

“今后 我 们 把 有 理 数 全 体 、 实 数 全 体 、 复 数 全 体 ， 分 别 叫做 
有 理 数 域 、 实 数 域 、 复 数 域 ， 这 是 三 个 最 常用 的 最 重要 的 数 域 
《 数 域 有 它 特定 的 定义 ， 可 在 高 等 代数 书 中 查 到 )， 

e。 6 ， 


综合 上 述 ， 数 域 和 解 方程 是 密切 相 头 的， 首先 要 弄 清 辫 什 
么 数 集 ， 数 域 上 讨论 方程 这 个 前 提 ， 然 后 表 确 定 在 该 数 集 、 效 
域 上 方程 是 否 有 解 ， 解 是 什么 ， 或 近似 解 契 什么 


思考 与 练习 


1 .方程 有 解 无 解 的 确切 含义 是 什么 ? 
2. 你 是 否 可 以 论述 一 下 ， 方 程 的 钙 儿 对 每 次 数 概 念 扩 张 的 重 大 作 
用 . 


$ 3 二 次 方程 的 进一步 讨论 


我 们 在 复数 域 上 讨论 二 次 方程 
czr2 十 07 十 c 一 0 (a 0). (1) 
一 、 用 未 知 数 代 换 法 解 二 次 方程 
为 了 消除 二 次 方程 的 一 次 项 并 求 得 解 ， 我 们 作 如 下 未 知 数 
代 换 ， 


p 
TY oi 
于 是 ， 方 程 (1 ) 化 为 


b 、。 b 
a(y— a) Toly— za) te=0, 


2 0 
ay 7 te=0, 


,2 tac 
J da ? 


+ bdac 
1 一 一 一 
2a 


从 而 方程 (1) 在 复数 域 里 有 两 个 解 或 两 个 根 ; 


yA 
20 ” 


上 "一 


一 5 一 人 / 轨 一 4cc 
一 -一 六 一. (2) 


当 如 一 4ac 王 0 时 ， 二 次 方程 在 复数 域 里 有 两 个 不 相同 的 
o 8 。 


To 二 


根 ， 对 于 实 系 煞 二 六方 程 ， 和 在 2 一 4ac>0， 则 二 次 方 称 有 两 个 
不 相同 的 实 根 ， 若 中 一 4ac< 之 0， 则 有 一 对 共 罗 复 根 ， 
当 名 一 4ac 二 0 时， 二 次 方程 的 二 个 根 相 同 。， 这 时 , 我 们 把 


这 个 根 ( z1,2 二 二 叫做 该 二 次 方程 的 重要 


未 知 数 代 换 或 变量 代 换 法 ， 是 转变 运算 形式 利于 解决 问题 
的 有 力 杠 杜 ， 必 须 细心 加 以 领会 ， 在 解 三 次 、 四 次 方程 或 其 他 
方程 时 ， 我 们 将 会 进一步 看 到 这 种 方法 的 优越 、 人 简捷 ， 在 高 等 
数学 里 ， 这 种 方法 更 是 被 广泛 地 应 用 着 . 

二 、 根 与 系数 的 关系 一 一 韦 达 定理 

由 《2) 可 以 验证 


zi 十 ma= 一 全 
(3) 
人 
之 1 " 火 23 一 一 。 
他 
现在 再 吉 接 给 出 上 述 证 明 ， 设 zt，zs 为 二 次 方程 az? 十 bz 十 
a(z+ +) a(z—z)(2—z2), 
或 


2 十 二 x 十 一 一 2 一 (z1 十 za)z 十 Zizs， 


比较 上 陈 两 端 系数 ， 即 有 (3) 式 . 

(3) 式 称 为 根 与 系数 关系 的 韦 达 (法国 数 学 家 ，1540 一 
1603) 定 理 , 它 深刻 地 揭示 了 整 式 代数 方程 根 与 系数 之 闻 的 内 在 
联系 ， 我 们 在 § 7 还 要 详细 讨论 ， 对 于 二 次 项 系数 为 1 的 二 次 
方程 ， 它 的 一 次 项 系数 是 两 根 之 和 的 相反 数 ， 它 的 常数 项 是 两 

。 9 。 


根 之 积 . 


利用 韦 达 定理 可 以 信 有 关 二 次 方程 的 习题 解法 人 徇 捷 方 便 . 
例 1 《1955 年 全 国 高 考试 题 ) 话 以 zx? 一 3z 一 1 二 0 的 两 根 
的 平方 为 两 根 作 一 个 二 次 廊 程 . 


解 ” 设 方程 zx? 一 37 一 1 二 0 的 两 根 为 a, 6， 则 由 韦 达 定 是 
得 / 


2 十 后 一 3， ap = 
因为 | 
a peatp) 2ap=3: -2(—l)=11, 


p=(aB) =(—1)=1, 
所 以 又 由 韦 达 定理 作 得 所 求 的 二 次 方程 是 


坟 一 117 十 1 一 0. 
例 2 不 直接 解 出 方程 6z? 一 zx 一 2 一 0， 求 作 新 的 二 次 方 
程 ， 合 它 的 内 是 原 方 程 根 的 倒数 . 
解 ” 设 方程 62? 一 + 一 2=0 的 丙 根 为 a, 0， 则 由 书 达 定理 
得 
1 1 
ot f= c0 二 一 本 
因为 


万 
所 以 又 出 韦 达 年 理 作 得 所 求 的 方程 是 
1 
11 FY 3 二 0 
例 3 试 求 以 方程 xz?-+6z 十 10=0 的 两 根 之 立方 作 两 根 的 
* 10 。 


或 ”2y*y 一 6==0, 


二 次 方程 . : 

解 ” 设 方程 zx? 十 6z 十 10=0 的 两 根 为 a, B， 则 大 

ca， p=(a:8)=10=1000, 
ot+p=(at+pb) ~ 3ap -30p 
=(a+pB)~3ap(at+p) 
一 (一 6)3 一 3.10.( 一 6) 一 一 36， 
所 以 所 求 的 方程 是 
E y? 十 36y 十 1000==0， 

三 、 二 次 方程 的 复 根 的 几何 意义 

当 方 程 Az)=0 有 实 根 ze 时， 通常 其 几何 意义 是 ， 曲 线 
y 二 f(x) 与 z 轴 相交 于 或 切 于 点 (zo 0). 这 样 ,我 们 在 实数 域 
上 讨论 方程 Kz)=0 的 解 时 ， 常 以 曲线 y= 帮 z) 与 7 负 有 波 
有 交点 (或 切 点 ) 而 论 1(z)==0 有 没有 解 . 

在 复数 域 上 讨论 方程 f(z)=0 时 ， 当 曲线 y=/(x) 与 zx 
轴 无 交点 时 ， 显 然 该 相应 的 方程 无 实 根 ， 但 是 可 以 有 复 根 . 
如 zx? 十 1 二 0， 无 实 根 但 有 两 个 复 根 ( 土 i, i?= 一 1)， 曲线 
y 二 f(z) 不 与 zx 辅 相交 ， 但 都 有 复 根 ， 这 在 几何 上 如 何 解释 
呢 ? 能 不 能 再 用 曲线 相交 的 办 法 来 解释 方程 的 复 根 呢 8? 这 种 办 
法 行 不 通 了 ， 和 需要 新 的 办 法 ， 

我 们 还 是 从 方程 
f(x)=0 有 实 根 的 几何 意 
义 谈 起 , 用 一 种 新 的 观 扣 
来 看 这 种 几何 意义 ， 如 图 
1 的 情形 ，z 轴 上 的 区 间 
[a,6 J] 通过 函数 y= 二 /(7) 
的 对 应 ， 变 到 了 或 说 映照 
到 了 y 轴 上 的 区 间 Lc, dj， 


比如 ， 阔 数 y==A(X*) 把 + 办 上 的 态 a 映照 到 y 轴 点 c :a 一 
c 以 及 -一 ad 2 一 2 Xa 一 ya; 特别 ,把 YX 轴 上 的 7x0o 映 


照 到 y 轴 上 的 零点 ; zo 下 0， 这 样 一 来 ， 方 程 /(z)=0 的 根 
的 几何 意义 ， 又 可 解释 为 在 函数 y= 二 f(z) 的 映照 下 ， 了 映照 到 
轴 上 的 零点 的 那些 xz 轴 上 的 点 ， 其 横 坐 标 殉 是 方程 f(z)=0 的 
根 ， 形 象 地 说 ， 在 函数 对 应 关系 y=f(x) 下 , + 轴 上 的 点 ( 指 
f(x) 有 定义 的 太 ) 都 “搬家 ”到 了 yy 轴 上 , 其 中 搬 到 y 轴 有 上 和 零 
太 的 那些 x ， 就 是 方程 f(x)=0 的 根 . 

把 上 述 认 识 用 于 复数 的 情形 ， 我 们 就 可 以 获得 方程 有 复 根 
的 几何 意义 ， 这 时 ，z 与 y 均 取 复数 ， 复 英 数 y=/(X) 可 以 
把 复 平面 的 一 块 区 域 (如 
图 2 的 (D)) 映照 到 田 一 
块 区 域 ( 如 图 2 的 (G)). 
在 复 孜 数 y f(x) 的 对 
应 下 ， 有 映照 到 原点 的 那些 
0 TX1, … 就 是 方程 f(x) 
一 0 的 复 根 、 因 此 ，j(zx) 
一 0 的 复 根 的 几何 意义 
是 . 在 函数 y= f(x ) 的 对 

(图 2 ) 应 或 映照 下 ， 映 照 到 原点 

的 那些 复数 把 ， 了 网 是 方程 f(z) 二 0 的 发 根 ， 

如 果 复 函数 y= 二 f(z) 在 全 复 平 面 上 有 定义 ， 那 么 在 映照 
y= 二 f(x) 下 ， 复 平面 上 的 点 xz 就 变 到 复 平面 上 的 点 y。 凡 是 变 
到 或 映照 到 原 操 的 所 有 复数 点 ， 则 都 是 方程 {(x)=0 的 复 根 . 
如 y= 二 Xx? 十 1， 将 土 i 让 = 一 1 ) 映照 到 原点 ,， 放 x= 土 ' 是 方 
程 xz? 十 1 二 0 的 根 ， 
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二 次 方程 ， 有 且 只 有 两 个 复 根 (二 重 根 算 两 个 ), 这 就 是 
说 ， 在 二 次 函数 y 一 az2 十 pz 十 c 的 映照 下 ， 复 平面 上 有 且 只 
有 两 个 复数 点 (二 重点 算 两 个 ) 被 映照 到 原 扩 . 

我 们 还 可 以 断言 ， 2 次 方程 一 定 有 且 上 只 有 7 个 复 根 (8 重 
根 算 人 个 )， 亦 即 n 次 函数 有 且 只 有 nn 个 复数 点 (上 重点 算 
个 ) 被 映照 到 原点 ， 这 一 结论 我 们 将 § 11 中 证 明 ， 这 就 是 著名 
的 代数 基本 定理 的 直接 推论 ， 


思考 与 练习 


1， 试 由 二 次 方程 根 的 公式 中 指出 ,二 次 方程 根 是 通过 对 系数 的 哪些 运 
算得 到 的 . 还 可 以 看 一 看 ， 这 些 运算 是 否 恰 好 是 形成 二 次 函数 所 施 
用 的 那些 运算 的 逆 运 算 . 

2， 试 给 出 二 次 方程 有 复 根 的 几何 解释 ， 

3. (1956 年 高 考试 题 ) 设 m 是 实数 ， 求 证; 方程 27 十 (4 一 1)2Z 一 
m? 一 m 二 0 的 两 根 必定 都 是 实数 ， 

4， 设 c, 6 为 方程 7? 十 mz 十 mmr? 十 2 二 0 之 两 根 , 则 4a? 十 a8 十 BP 十 2=0， 
试 证 之 ， | | 

5， 设 x? 十 az 十 b= 二 0 两 根 之 差 与 x? 十 px 十 9 二 0 两 根 之 差 相 等 ， 试 证 
G2 一 48 一 六 一 49。 

6，(1965 年 高 考试 题 ) 当 也 是 什么 实数 时 ,方程 ?一 pz 一 3 二 0 与 方程 
x? 一 47 一 (p 一 1) 二 0 有 一 个 公共 根 ， 并 求 出 这 个 公共 根 ， 

7. 求 函数 y 二 -< 二 < 二 二 的 什 域 
(提示 :将 原 式 化 为 y(X? 十 XY 十 1) 二 X22 一 2 十 1, (2 一 1)2 十 (2 十 1)2 
+(y 一 1)==0, 决 定 使 x 有 解 的 y 值 ,为 此 可 使 用 判别 式 引 一 4ac 之 0 
讨论 .) 
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$4 三 次 方程 的 公式 解 


以 后 ， 我 们 常 在 复数 域 上 讨论 高 次 方程 的 解 ， 为 此 ， 我 们 
必需 对 根 号 V 之 含义 的 演变 作 一 番 阐 明 . 

在 实数 域 里 ,为 了 运算 能 单 值 地 进行 , 即 运算 单 值 化 ， 我 们 
约定 根 式 M a 代表 唯一 的 一 个 值 ， 当 1 为 奇数 26 十 1 时， 实数 
a 的 奇数 次 方 根 在 实数 域 里 只 有 一 个 根 , 我 们 就 用 ” ~ a 代表 
这 个 唯一 的 实数 值 ， 当 为 偶数 2 时 , 正 数 a 的 偶数 次 方 根 在 
实数 域 里 就 不 止 一 个 ， 如 4 的 平方 根 是 土 2， 为 了 单 值 化 , 我们 
约定 用 记号 “~ a (a>0) 代表 a 的 2 次 方 根 中 的 那个 正 根 , 并 
称 之 为 c 的 算术 根 ， 这 样 ，4 的 平方 根 为 土 2, 而 w 4 却 总 代表 
4 的 算术 平方 根 ， 它 等 于 2， 不 能 把 “4 的 平方 根 ” 这 名 话 与 

“V4 "等 闻 ， 因 此 ,在 实数 域 里 讨论 ， 等 式 V =|a) ,a 
二 ]4] 是 必须 加 以 强调 的 . 

但 是 , 在 复数 域 里 讨论 , 算术 根 概念 已 变 得 没有 必要 了 ， 因 
为 在 复数 中 ， 并 没有 正 复数 与 负 复数 之 分 ， 不 象 正 负 实数 那样 
占有 特定 的 位 置 ， 再 者 ， 在 复数 域 里 需要 彻底 解决 一 个 数 的 全 
部 方 根 的 问题 ， 为 了 这 种 “求全 ” , 我 们 规定 ， 记 号 Ya (a 为 
复数 ， 特 殊 情 况 下 可 以 是 实数 ) 代表 a 的 所 有 次 根 的 集合 
(在 8 11 中 将 证 明 ，Ma (az#0) 代表 个 不 同 的 值 ). 

这 样 ， 在 实数 域 里 ，MV 4 =2, 其 中 “V “是 算术 根 记号 ， 
在 复数 域 里 ，w 4 = 土 2, 其 中 “MM ”是 代表 全 部 平方 根 的 记 
号 ， 在 实数 域 中 讨论 问题 时 ， 我 们 视 M 4 一 土 2 为 错误 ， 正 确 
的 是 M4 一 2; 但 是 在 复数 域 中 讨论 问题 时 ,常常 会 通 到 V 4 一 2 

14 ， 


与 V 4 = 土 2， 这 时 , 就 要 作 相 应 的 理解 ,不 应 混淆 .记号 V 的 
意义 之 演变 ， 是 我 们 需要 特别 留意 的 . 
有 时 为 了 明确 起 见 ， 我 们 把 正 数 在 实数 域 中 的 那个 正 根 


记 作 尽 。 ， 但 是 ， 在 很 多 情形 下 ， 对 于 记号 V。 常 要 根据 行文 
的 需要 作 相 应 的 理解 ， 有 时 指 算 术 根 ， 有 时 指 全 部 根 ， 
一 、1 的 三 次 方 根 
在 实数 域 里 Y 1 =1， 在 复数 域 里 它 代表 三 个 值 . 
从 
Xx 一 1 一 0 或 (zx—1) (2 十 z 十 1 一 0 
看 出 ， 1 在 复数 域 里 的 三 个 值 是 
一 1 十 yw 3 ”一 1 一 ;wV 3 
op , Oa og se 
还 可 以 验证 如 下 一 些 重要 关系 式 : 
OWI, OE=0, OVDs= OI=1, V01= OF1, 
二 、 实 数 的 三 次 方 根 
当 o>0 时 ， NM a 在 复数 域 里 所 代表 三 个 根 是 
Ya, Y a Y a os, | (2) 


(1) 


Oo 二 ] ， (已 1 -一 


其 中 必 a 表示 正 数 " 在 实数 域 里 的 算术 根 ， 
当 a<0 时 ， 必 a 在 复数 域 里 的 三 个 根 是 


-学 lo|， —Y alo, —Y lolos, (3) 


当 o=0 时 ， 则 Ya 二 V0 =0 是 三 重 根 。 / 
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、 复 数 的 三 次 方 根 
将 复数 写 万 复数 的 = 二 角形 式 
0 一 |aj(cos mti sin wm), 
其 中 |al 是 复数 a 的 模 , p 是 复数 a 的 幅 角 . 复数 a 的 三 次 方 根 
为 
Va=Yial(cos ee PZT +i sin ME ) 
R=0,，1，2. (4) 
四 、 三 次 方程 的 公式 解 
解 方程 实在 是 一 个 不 类 分 离 未 知 数 与 已 知 数据 的 过 程 ， 解 
一 次 方程 时 ， 用 移 项 ， 去 括号 ， 去 分 母 等 办 法 分 离 末 知 数 ， 将 
未 知 数 集中 在 等 式 一 边 ， 已 知 数据 集中 在 等 式 另 一 边 ， 最 后 求 
得 未 知 数 ， 解 二 次 方程 时 ， 通 过 配方 、 因 式 分 解 、 未 知 数 代 换 
等 办 法 , 使 方程 降 阶 一 一 二 次 降 至 一 次 ， 最 后 再 分 离 出 未 知 数 ， 
求 得 解 管 . 
对 于 三 次 方程 ， 我 们 可 以 充分 运用 未 知 数 代 换 的 方法 ， 将 
三 次 方程 降 阶 ， 转 化 为 易于 求解 的 形式 ， 
不 失 一 般 性 ， 我 们 设 三 次 方程 为 
rx"+ar*+t+bzrt+c=0, (1) 
因为 奉 三 次 项 系数 不 为 1， 则 将 方程 各 项 除 以 三 次 项 系数 即 
Gi 
象 二 次 方程 那样 ， 我 们 通过 未 知 数 代 换 消除 三 次 方程 的 二 


次 项 ， 令 z==y 一 三 ,那么 通过 简单 的 计算 就 得 到 缺 二 次 项 的 三 
次 方程 


+: 


y +pyt+g=0. 
因此 ， 我 们 只 需 讨论 缺 二 次 项 的 三 次 方程 的 公式 解 即 可 
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不 妨 将 未 知 数 仍 记 作 >， 即 讨论 方程 
r+ prt+q=0., (2) 
为 了 解 方程 (2)， 我 们 将 未 知 数 拆 成 两 个 未 知 数 ， 按 要 求 
调节 这 两 个 未 知 数 的 大 小 ， 使 问题 转化 为 易于 解决 的 形式 ， 令 
2 一 4 十 2， 
代入 (2) 得 
z (y+2):+p(y+2)+g=0, 
或 y+2 (3yz2tp) (十 z) 十 9 一 0 (3) 
我 们 选取 y，z， 使 


3yz 二 p=0 即 yz 一 一 号 。 


于 是 有 

ysz3 一 一 元 (4) 
又 由 (3) 式 得 

y 二 2 = 一 9g. (5) 


将 二 次 方程 的 韦 达 定理 用 于 (4) (5) 两 式 ， 就 知 上 六，z* 是 
下 面 二 次 方程 


gt 一刀 一 (6) 
的 解 ， 解 此 二 次 方程 得 


3 一 2 V 他 丰 

J 2 TV to CD 
8 一 了 gp 
4 27° 


求 出 y，z， 最 后 求 得 三 次 方程 (3) 的 公式 解 ， 
者 17 . 


+ -也 一 全 十 万 ， (8) 

但 是 必须 满足 条 件 yz 二 一 他. 
全 p” 

在 公式 (8) 中 ， 平方 根 式 当 理 解 为 算术 根 | 当 3 十 世 >>0 


或 一 个 复 根 ( 当 刀 -十 全 <0], 而 立方 根 式 常理 解 复数 域 中 讨论 


的 求全 部 立方 根 的 记号 ， 
: 设 yi1，z1 分 别 是 y，z 的 三 个 根 中 的 一 个 ， 且 满足 


bc 一 一 夺 ， 


3 
那么 可 以 验证 方程 (2) 的 三 个 根 是 
Ti 一 4 十 21， 
| eort a (9) 


Zas 一 Jo 十 2101， 


其 中 ot，os 是 V1 的 不 等 于 1 的 两 个 立方 根 ， 


—1+iM3 —1l—iN3 
oo 


事实 上 ， 


( 2101) (zioa) 一 UV1t12iO1CD2 一 11Z1 王 一 
( Yi102) (z101)= Y121O0201 二 YI21 三 一 
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在 实 系数 三 次 方程 +’ 十 pz 十 q==0 的 情形 下 ， 平方 根 号 下 
面 的 式 子 了 = -全 十 艺 起 着 判别 式 的 作用 。 
(1) I= 所 + 全 >0, 方程 (2) 有 一 个 实 根 及 一 对 共犯 


复 根 ， 
(1) 了 = 全 十 各 一 0， 方程 (2) 的 根 都 是 实 根 ， 其 中 有 

两 个 相等 7 
(TD) I= 所 -十 如 <0， 方程 (2) 有 三 个 相 异 的 实 根 . 


需要 特别 指出 的 是 ， 实 系数 方程 (2) 的 三 个 相 异 实 根 的 公 
式 解 ， 是 绕道 通过 复数 域 才 求 得 的 ， 这 又 可 说 明 虚 数 的 巨大 作 
用 ， 借 助 于 它 ， 才 解决 了 三 次 方程 求实 根 的 问题 .这 个 事实 本 
身 表明 , 虚数 起 着 不 虚 的 作用 , 它 是 数学 运算 必然 导致 的 结果 . 


”现在 我 们 来 证 明 在 I 一- 二 如 <0 的 情况 下 ， 三 次 方程 
za 十 pz 十 4 一 0 有 三 个 相 异 实 根 ， 并 目 建立 它们 的 公式 。 =“ 
我 们 先 证 明 三 次 方程 公式 解 中 ,条 件 y= 一 也 在 现在 情形 


全 # - 
下 可 转化 为 y 与 z 互 为 共 斩 . 为 此 设 全 -十 一 一 术 于 是 
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2 
aa 
4 4 27 
-~VV- 人 =y/=2， 
27 3 


2 3 一 
因为 了 -十 上 -<0, 所 以 系数 户 必 为 负 政 W 二 是 正 数 
条 件 yz= 一 态 ， 这 时 变 为 
yz 一 一 总 一 | 


所 以 2 一 |y ~ yy, 


y y 
这 就 表明 z 与 y 互 为 共 辑 ， 设 y=y,iy:， 其 中 y,,y; 是 y 的 
实 部 ， 虚 部 ， 因 此 相应 的 三 次 方程 的 三 个 根 分 别 是 


1 yt y+ Y =2y, 
一 1 二 ivwV 3 


7Z3s 一 JJO1 十 203 一 !/ 2 
一 1 一 fw 3 
T2 一 
1 AM 3 
一 一 (4 十 z) 二 一 7 一 (7 一 2) (10) 
= yr— yi V 3, 
2Z8 一 03 十 201 一 一 久 十 2/， V 3 ， 
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公式 (10) 既 表明 方程 (2) 在 2 十 艺 <0 的 条 件 下 有 三 个 实 
根 ， 又 给 出 了 求 根 公式 
例 1 。 试 求解 三 次 方程 s+ 一 6z 十 6 一 0， 
解 “ 先 计算 判别 式 ， 
gq ,p36 ,，—216 
4 一 人 37 
因此 该 三 次 方程 有 一 个 实 根 及 一 对 共 固 复 根 . 


一 以 二 3 二 1 一 一 M 2 ， 


一 9 一 8 一 1>0， 


3 二 
为 了 求 z= -4+ 人 必须 使 yz 二 一 万 ,所 以 


由 公式 (9)， 得 到 方程 的 三 个 根 是 
z=y+2=—M2—M4 ~ —2.843, 


A 
za 一 gol 十 zs 一 一 人 2 一 人 


8 本， 一 1 一 3 
2 
1.422 十 0.3271， 
i 
T3 一 yos 十 20O1 一 一 NA 二 一 
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8 本， 一 1 二 3 
2 
1.,.422—0.,3271., 
例 2 试 解 三 次 方程 zs 十 127z2 十 247 一 64 一 0。 
12 
解 令 TU 4 得 


(4—4) 二 12(u—4)+24(u~4)—64=0, 
4 一 12w? 十 484u 一 64 十 l12w* 一 96u 十 192 
十 244 一 96 一 64 一 0， 
心 一 244 一 32 一 0， 
计算 它 的 判别 式 


4=(2) +(2] =256 一 512 一 一 256<0， 
可 知 方程 有 三 个 相 蜡 实 根 . 
y= Lr/ e+e -44V 2 二 名 和 + 二 p =%/16+167 


_Y 16A/ 了 2 这 


7/ 10v 3 cos 二 十 ; sin 工 ) 


=2V3(cos 访 十 # sin 于 ) 


由 公式 (10)， 求 得 4 的 三 个 根 为 
< 一 一 二 No 2 
1 一 21/ 一 4 人 2 CO05 17， 

22 9 


l2 一 一 力 一 UNM 3 
= 一 2V3(eos 王 +V3S 到 -| 
2~V 2 | cos FV 3 stn 1 


3 a 
AD ee 人 A ) 
-4 人 2 7 COS 2 SID 13 


一 一 4V 2 (co 于 cos 疙 十 $in 一 sin 


yy 一 扣 和 
A~M 2 Cos 3 13 


ts 二 一 Yr 十 YiN 3 


vz( /Te 本) 
2 2 1COSs 17 3 S10 17 


ye | Ti 于 
A4~M 2 cos ™ cos 一 SI s ID 了 5 


4^ 人 2 coS 3 十 了 7 
an AN 57 
4~M 2 cos 12 


ND cos dT 
4~V 2 COs 2 


s 298 


I 3 


最 后 求 得 原 方 程 的 三 个 实 根 是 


17 一 一 ,证 
TI 二 dN 2 COS -一 一 一 4， 


12 
Z2 一 一 8， 
一 - l7x 
,= 4A 
Xs3=4NM 2 cos 1 4。 


思考 与 练习 


， 将 ax?++6x? 二 cx 十 d 二 0 进行 未 知 数 代 换 化 为 缺 二 次 项 的 三 次 方 


程 


. 试 术 “未 知 数 代 换 ”在 建立 三 次 方程 公式 解 中 的 作用 ， 
.用 公式 解法 和 因 式 分 解法 解 三 次 方程 x 一 37 十 2 一 0。 


解 方程 xz? 二 6z 十 4 一 0， 
解 方程 x? 一 6z 十 4 一 0， 


2 
， 试 证 实 系 数 三 次 方程 za 十 六 z 十 9 一 0 在 J 一 + 全 一 0 时 ， 有 三 


个 实 根 ， 并 且 其 中 有 两 个 根 相 等 此 时 ， 三 个 实 根 都 相等 可 以 吗 ? 
举例 说 胃 ， 


9 O49 


$5 四 次 方程 的 公式 解 


设 四 次 方程 的 一 般 形式 是 
xz4 十 az3 十 Dz2 十 cz 十 d 一 0， (1) 
由 于 含有 zz 的 四 次 ， 所 以 可 以 利用 第 1、2 两 项 配 出 一 个 完全 
平方 ， 而 将 其 余 的 项 移 至 方程 的 右 端 ， 即 
rar=-br’—cr—d, 
a x2 a2 xr2 
4 4 
(z+ 蛙 ) =-( 打 -zcz-d。 
再 在 上 述 最 后 一 个 方程 的 两 端 加 上 


, 呈 
(z+ y+- 


Xt 二 ar3 二 


-bzx*—cr~—d+ 


使 方程 左 端 成 完全 平方 ， 
人 
+( 人 -ejz+ (车 -a)， (2) 
其 中 我 们 引入 一 个 新 的 未 知 数 y ， 是 待定 的 ， 将 根据 需要 确定 
化. 


y 的 变动 ， 引 起 ( 2 ) 式 右 端 的 系数 的 变动 ， 从 而 影响 二 次 


三 项 式 
9 _ 2 他 -oj 
( p+ y jz?+ (a cIz 


® 29 8 


fy 
+ 4 4 (3) 
的 根 的 性 态 ， 为 使 ( 3 ) 具 有 重 根 而 成 为 完全 平方 ， 只 和 需 
ay 了 (2 
( 竺 ~e -4| 1 pty ) 
2 四 
x[ 芭 -dj-。 (4) 
即 可 ，( 4 ) 式 是 y 的 三 次 方程 ， 可 以 用 公式 解 解 出 ， 设 它 的 一 


个 根 为 yo, 于 是 置 y = yo,《( 3 ) 式 可 变 为 完全 平方 (ax 十 BB 》， 
( 2 ) 式 变 为 


(<*+ 笃 + 如) =(ar+B)’, (5) 
由 此 得 到 两 个 二 次 方程 ， 

z? 十 -十 - 作 一 az 十 日， (6) 

z? 十 -十 -外 一 一 oz 一 p (7) 


由 这 两 个 二 次 方程 ， 我 们 就 可 以 求 得 四 次 方程 的 四 个 根 . 

从 上 看 到 ， 用 公式 解 一 个 四 次 方程 可 归结 为 解 一 个 辅助 三 
次 方程 和 两 个 二 次 方程 ， 由 于 公式 复杂 ， 不 数 实 用 ， 押 以 解 题 
时 只 需 根据 上 述 推导 公式 的 思想 方法 即 可 。 

例 解 方程 x 一 2x* 二 8x 一 3 二 0， 

解 ” 第 一 步 ， 二 次 配方 手续 . 

原 方程 通过 第 一 次 配方 ， 变 为 

(z2 一 1)2 十 8z 一 4 一 0. 

再 引入 参 变 量 y ， 对 上 述 方程 再 次 配方 ， 得 


2 
(1 


ee 26 。 


-|(z?-Dy + -87+4|= 


Ce] 


~ | yz?—8z+ (车 - y +4)]=0 
第 二 步 ， 选 取 适 当 y 将 方程 化 为 平方 差 形式 . 
为 使 yz? 一 8z 十 ( 2 一 ”十 4 j 构 成 完全 平方， 只 需 
(3) 4d y+ 4 )=0, 
64~—y +4y*—16y=0, 


ys~— 4y?+16y—64=0, 
通过 试探 得 到 y = 4 满足 上 述 方程 ， 于 是 当 yy = 4 时 ， 


> : 
y7X* 一 8X 十 ( 妆 一 y+4 ) 


一 4z2 一 8z 十 (4 一 4 十 4) 
一 (20Zz 一 1)]2 
第 一 步 的 最 后 一 个 方程 变 为 
(zl1+2)— (2(7—1))}?=0 
第 三 步 ， 解 两 个 二 次 方程 . 
利用 平方 差 公 式 ， 第 二 步 最 后 一 式 变 为 
(xz2 十 2x 一 1)(z2 一 27 十 2) 一 0， 


于 是 
x: 二 2X 一 1=0, 
x?—27X+3 二 0. 

由 此 解 得 原 四 次 方程 的 四 个 根 是 


e 07 9 


电 


zio 一 一 1 十 2 ， 


Za 一 1 +iM 2 ， 

最 后 ， 谈 谈 关 于 整 式 代 数 方程 公式 解 的 历史 是 十 分 有 意义 
的 . | 

二 次 方程 的 最 嘻 记 载 是 公元 前 两 千年 左右 的 巴比伦 文献 ， 
但 不 知道 十 巴比伦 人 如 何 解 二 次 方程 ， 古 希腊 人 已 经 会 求 一 些 
具体 的 二 次 方程 的 解 ， 第 三 世纪 我 国 数学 家 起 君 狠 注 4 周 何 算 
经 》 时 ， 提 出 了 x? 一 bx 十 c==0 型 的 求 根 公式 , 这 是 世界 上 最 早 
的 二 次 方程 求 根 公 式 记录 .到 了 第 九 世 纪 ， 马 兹 别 元 数学 家 秦 
刺 子 模 给 出 了 现今 使 用 的 二 次 方程 标准 求 根 公式 ， 

三 次 、 四 次 方程 的 求 根 公式 一 直到 十 六 世纪 才 由 意大利 数 
学 家 给 出 ， 现 今 的 三 次 方程 的 求 根 公式 常 叫 卡 丹 公式 ， 其 实 这 
个 公式 不 是 卡 丹 (1501-1576) 发 现 的 , 最 星 是 由 塔 尔 塔 里 雅 
(1500-1557) 发 现 的 ， 当 时 意大利 流行 数学 竞赛 会 ， 数学 家 们 
都 竭力 保持 自己 发 现 的 秘密 以 使 在 数学 竞赛 会 上 击败 别人 而 一 
网 惊人 ， 塔 尔 塔 里 雅 舍 计 他 的 对 手 佛 罗 雷 都 斯 会 提出 关于 三 次 
方程 求解 问题 ， 于 是 他 就 全 力 研 究 ， 他 在 比赛 前 8 天 时 间 里 就 
解决 了 800 年 未 解决 的 三 次 方程 公式 解 的 问题 .比赛 是 在 1525 
年 意大利 威尼斯 城 举行 ， 比 赛 结果 ， 塔 尔 塔 里 雅 在 两 小 时 内 解 
答 了 对 方 提出 的 30 个 问题 而 获得 胜利 , 而 佛 罗 雷 都 斯 趣 不 能 回 
答 塔 尔 塔 里 雅 的 问题 而 告 失败 ， 不久 以 后 ， 数 学 教授 兼 物理 教 
授 卡 丹 竟 力 要 求 塔 尔 塔 里 雅 传授 秘诀 ， 并 保证 严守 秘密 ， 塔 尔 
塔 里 雅 满足 了 卡 丹 的 要 求 ， 但 卡 丹 没有 遵守 诺言 ，20 年 后 他 在 
自己 的 《大 法 》 一 书 里 公开 了 不 完全 三 次 方程 的 公式 解 ， 因 此 
该 公式 就 被 误 称 为 卡 丹 公式 ， 

在 卡 丹 的 仆人 费 拉 里 找到 了 四 次 方程 公式 解 以 后 ， 人 们 竭 

。28 。 


尽 一 切 努力 ， 试 图 寻找 五 次 及 五 次 以 上 的 一 般 方程 的 公式 解 . 
也 就 是 说 ， 人 们 希望 象 解 一 、 二 、 三 、 四 次 方程 那样 ， 通 过 对 
一 般 的 五 次 方程 的 符号 系数 进行 加 、 减 、 乘 、 除 、 乘 方 和 正 整 
数 次 方 根 等 六 种 代数 运算 的 某 种 组 合 ， 将 五 次 方程 的 根 明 显 地 
表达 出 来 ， 大 约 经 过 三 个 世纪 的 努力 ， 还 没 看 到 丝毫 成 功 的 希 
望 ， 人 们 感到 用 公式 解 五 次 及 五 次 以 上 的 方程 的 道路 十 分 诡 
秘 ， 而 这 条 诡秘 的 道路 似乎 在 向 人 类 的 智慧 挑战 ， 

直至 十 九 世 纪 二 十 年 代 ， 年 仅 22 岁 的 挪威 青年 数学 家 阿 中 
尔 (1802-1829) 于 1824 年 证 明了 一 个 使 当时 时 代 所 有 数学 家 感 
到 十 分 震惊 的 事实 ， 对 于 一 般 的 具有 符号 系数 的 方程 ， 如 果 它 
的 次 数 大 于 等 于 5 ， 那 么 任何 一 个 由 这 些 符号 系数 所 组 成 的 根 
式 不 可 能 是 方程 的 根 ( 当 然 ， 这 不 排斥 某 个 具体 方程 可 以 用 根 
式 求解 )， 这 样 一 来 ， 事 情 的 原委 弄 清 楚 了 ， 原 来 三 个 世纪 以 
来 一 切 国家 的 数学 家 用 根 式 去 解 一 般 的 五 次 及 五 次 以 上 的 方程 
之 所 以 不 能 成 功 ， 只 是 因为 这 个 问题 根本 没有 解 ， 亦 即 通 向 一 
般 五 次 及 五 次 以 上 方程 的 公式 解 的 道路 是 不 存在 的 . 

随后 在 三 十 年 代 , 法 国 青年 数学 家 件 罗 华 (1811-1832) 用 一 
种 为 当时 数学 家 不 能 容忍 的 崭新 的 数学 理论 一 群 论 ， 最 终 彻 
底 地 解决 了 方程 能 用 根 号 解 出 的 充分 必要 条 件 ， 然 而 就 当时 来 
说 ， 他 提交 法 国 科学 院 的 两 篇 论文 , 不 但 未 得 到 答复 ,反而 被 认 
为 是 一 种 混乱 , 利用 伽 罗 华 理论 , 可 以 判断 出 象 z5 一 4z 一 2 一 0 
这 样 一 个 具体 五 次 方程 ， 也 不 能 给 出 它 的 公式 解 , 


思考 与 练习 


1. 试 述 未 知 数 代 换 与 配 完全 平方 对 于 解 四 次 方程 的 作用 ， 
2， 解 四 次 方程 4 一 473 十 Xx: 十 4X 十 1 二 0. z 
3, 已 知 方 程 X5225 一 27X: 一 1273 一 177X: 一 107X 一 2 =0 有 二 重 根 


+ 20 。 


z 一 -1， 求 解 这 个 方程 . (提示 ， 用 (Xz 二 1)?= 二 xz? 十 27 十 1 除 方程 左 
问 得 四 次 方程 ， 然 后 求解 . ) 
, 《1978 年 高 考 副 卷 试题 ) 设 有 多 项 式 
天 立 ) 一 474 一 4 轧 Z3 十 4922 十 2 为 (mm 十 1)Z 十 (P 十 1)2 (pA0), 
求证，(1) 如 果 /(z) 的 系数 满足 户 一 49 一 4(mT1)=0， 那 么 
f(x) 恰好 是 一 个 二 次 三 项 式 的 平方 ， 
(2) 如 果 f(x) 与 F(XY)=(27? 十 ar 十 b)? 表示 同一 个 多 项 
式 ， 那 么 名 一 49 一 4 十 1) 一 0， 
《提示 ， 通过 两 次 配方 ， 可 使 
f(z)=L(27 pr)— (ml) ~ Cp ~49—4(m+1))7",.) 


s 90 se 


$ 6 一 些 特殊 高 次 方程 的 解法 


由 上 面 两 节 中 看 到 , 用 三 次 ,四 次 方程 的 公式 解 来 求 方程 的 
柜 ， 需 通过 大 量 繁复 元 长 的 计算 ,十 分 不 便 ， 对 于 二 次 方程 有 
三 个 互 异 的 实 根 情况 ， 还 需要 借助 复数 进行 计算 . 因此 ， 对 高 
次 方程 寻找 特殊 解法 就 显得 十 分 必要 . 

当然 需要 指出 ， 对 于 某 一 具体 的 高 次 方程 不 一 定 有 特殊 解 
法 可 找 ， 其 次 ， 即 使 存在 特殊 解法 ， 也 不 是 一 件 轻而易举 的 事 
情 ， 但 是 ， 特 殊 解法 的 寻找 所 需要 熟练 的 技巧 和 一 些 非常 规 的 
想法 ， 对 于 培养 智力 和 提高 数学 素养 是 十 分 有 益 的 ， 下 面 选 入 
的 一 些 例题 ， 望 读者 用 心 领 会 ， 不 断 总 结 提 高 . 

例 1 给 出 方程 cz? 十 bz? 十 c 一 0 (az0) 的 公式 解 

解 ”进行 未 知 数 代 换 ， 令 y =x"， 则 得 辅助 二 次 方程 

ay*+by+c=0, 
解 得 

b+ bdac | 

yy 二 oa 多 

最 后 有 
_/ tvb do : 

TT 2a 0 z 
在 复数 域 中 考 虚 时 ，. 上 述 最 后 的 7 次 方 根 应 有 + 个 根 ，- 
例 2 解 倒 数 方程 2z4 十 3z3 一 16z2? 十 3z 十 2 一 0. 
解 ” 凡 与 首 末 两 项 一 般 远 的 两 项 ( 合 项 的 项 当 作 系数 为 0 的 


31 ， 


项 )， 其 系数 都 相等 , 这 样 的 方程 叫 倒 数 方程 . 

用 x 去 除 方程 (因为 对 于 倒数 方程 , z 一 0 显然 不 会 是 它 的 
根 ， 所 以 用 xz? 去 除 不 会 有 增 根 遗 根 )， 
于 是 得 


27x* 十 3X 一 16 十 二 + 二 一 0 
这 一 方程 之 形式 与 倒数 之 命名 十 分 相符 ， 如 果 每 个 < 代 之 以 它 
的 个 数 二 ， 方 程 仍 然 不 变 .于 是 , 方程 变 为 


2 (z+ 坪 )+ 3 (2 + )-16=0, 
人 vw 
令 一 了 十 二 ， 则 有 


| 
r+ =y 一 2， 


于 是 有 
2(y 一 2) 二 +3y 一 16=0， 
解 得 
1V1 一 -一 4， 二 坊 ， 
从 而 有 
1 _ 1_5. 
7 
或 
2Z2 十 42 十 1=0 和 和 22 一 57 十 2 一 0 
最 后 求 得 


zis 二 一 2 十 MM 3， Za 二 2， zi= 亏 。 


6 32 。 


例 3 解 方程 zs 一 57? 十 57 一 1 一 0， 
解 ” 通 过 分 解 因 式 求解 . 
T5757—1=(7x—1)—(5r—57) 
一 (x 一 1)[(x: 十 x3 十 x? 十 zx 十 1) 一 5z(X 十 1)] 
二 (x 一 1)(x‘ 十 x 一 47? 一 4z 十 1) 
=7(z ~—1){[(474+47°+ 2) 
z 6(2x? 二 z+) 十 9] 一 5(x? 十 27 十 1)} 
= T(r— LL(27t+ 2—3)—5(r+1)° 
= 工 (z 一 D)(2z? 十 z 一 3 十 WS 7 十 VS) 
(2z2 十 z 一 3 一 /5r-M5) 
= 一 (zl )[2x?+(1+ M5)z+ (MG—3) 
[2z2t (1— ME)r— VE+)1=0. 
于 是 得 到 方程 的 解 是 
zi=1， zes=T(—1~ME+N30— 6V5), 
za,5 一 (1+MVG tMs0+ 6 Y 5). 


例 4 解 方程 x 一 3cb07 十 十 0 =0. 
解 因为 
0 上 68 一 (o 十 bs 一 3(a 十 bal， 
所 以 原 方 程 变 为 | 
x3—3abz+(at+b)—3(a+6)ab=0, 


:33 。 


[ 关 十 (ac 十 5 站] 一 [3cpz 十 3c0(a 十 0) 一 0， 
(Zz 十 zc 十 D)Lz? 一 (cc 十 p)z 十 (cc 十 5)2] 一 3cp 
(zx 十 a 十 6) 一 0， 
《2Z 十 2 十 2)Cz2 一 (ec 十 57 十 Ga 一 0 十 09= 0， 
于 是 有 
ZI 一 一 (ac 十 D)， 


zo.s = [oa 十 b 圭 i M3 (a—b)]. 
例 5 解 方程 (z? 一 16)(z 一 3)2 十 9z2 一 0， 
解 显然 ，z = 3 不 是 方程 的 根 ， 所 以 可 用 (z 一 3) 除 于 
方程 左 端 ， 得 
s+ (Es 一 16. 


X—3 


将 上 述 方程 左 端 配方 ， 得 


37 下 2 
(z+ Ta | 二 16 十 6 2 
或 
z2 Ne 2 
(= | =i0T 6 ZX 一 3 
x> 
令 了 一 3 
得 y*—6y—16=0, 
解 得 
2 一 一 2 yz 二 8， 
再 解 分 式 方程 
2 2 
一 二 一 2 种 一 a 0, 


ss 44. 


最 后 求 得 
ri12 一 2(2 土 JW 2 )， za 一 1 土 V 7 ， 
例 6 ”车 三 次 方程 xs 十 bz? 十 9z 十 r 一 0 有 两 个 等 根 ， 试 求 
方程 的 三 个 根 . 
解 ” 设 方程 的 两 个 等 根 是 c ， 另 一 根 为 p， 那 么 应 有 
Z 十 bz 十 gz 十 > 一 (z 一 20zZ 一 月 ) 
”一 (xz 一 2az 十 a2)(Z 一 月 ) 
” = 一 2Z8 十 (一 2a 一 B)z2 
十 (cz 十 2aB)z 一 a2B， 


比较 两 端 系数 有 
“rr2a+B=~p, : 《人 
| a2 十 2aB=9， (2) 
a2B 一 一 >， (3) 


由 ( 1 ) 式 解 出 Bb = 一 p 一 24， 代 入 ( 2 ) 式 得 
30 十 2pa 十 g 二 0，, 


由 此 方程 解 得 
=? 十 W 加 一 39 
3 
三 m= Ye 


将 wz，os 代入 原 方程 ， 取 其 中 满足 原 方程 的 根 ， 记 为 a， 那 么 
a 必 为 原 方程 的 重 根 ， 于 是 由 ( 3 ) 式 好 得 原 方程 第 三 个 根 为 


9 二 二 


例如 ， 已 知 2? 一 62? 十 9z 一 4 二 0 有 一 重 根 ， 由 上 述 求 a 
的 公式 求 得 


Ce 


* 35 « 


— p+Mpag 6 二 36 二 好 
oo 

一 3 或 1. 
通过 验证 ，w = 1 为 原 方程 的 根 ， 故 a = 1 为 原 方程 的 重 根 ， 
4 


_ 一 
第 三 根 为 即 B 一 一 一 丁 一 人 


例 7 了 解 方程 zf 一 2x* 十 x 一 a=0. 
解 ” 对 于 四 次 方程 用 下 面 的 待定 系数 法 分 解 因 式 是 十 分 有 
效 的 ， 它 具 一 般 的 意义 . 
24 一 2z8 十 xz 一 G=(22 一 和 十 4)0z2 一 六 十 已 )， 
比较 两 端 系数 ， 得 方程 组 
A+B+1=0, 一 4 一 有 =1 AB=—a, 


利用 韦 达 定理 可 以 看 出 4, B 是 下 而 二 次 方程 
y+y—a=0 
的 根 ， 于 是 求 得 


A=7(-itV TT) 
B=>(—1—MV1iT1), 

于 是 原 方程 同 解 于 下 面 两 个 二 次 方程 : 
TI: +=(~ 1 十 WV 1 十 4a )<0， 
z: 一 z 十 村 (一 1 一 V 这 全)=0 


解 得 
xis= (1 N32 1+4a ), 
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1 一 一 一 
rat= 卫 (1] 士 Y3 十 2W 1 十 4a ). 


例 8 解 方 程 z4 十 2z3 十 5z2 十 4z 一 12 一 0 
解 ”通过 试探 ,可知 z=1, z 一 一 2 是 方程 的 根 ,用 (zx 一 1) 
(z 二 2)=z? 十 x 一 2 除 z4 十 273 十 572 十 42 一 12 得 商 zz 十 z 十 6，， 
于 是 原 方程 分 解 因 式 为 
(xz—1)(z+2)(r? 二 7X 二 6)=0, 


由 此 解 得 方程 的 根 是 
ZI1 一 1]，Z2 一 一 2， 
rs,4=7(—ltiN 3). 

例 9 解 方程 


T4107°~2(0~11)7? 
+2(5a 二 6)z+2a+a?=0. 
解 ” 将 方程 看 作 参 数 a 的 方程 ， 重 新 写 为 
42 一 2(22 一 57 一 1)G 十 2 
一 102z2" 十 2272 十 127 一 0 
解 出 a ， 得 | 
G 一 2 一 62， 
0 一 22 一 472 一 2 
又 由 上 述 两 个 方程 解 得 
zi 一 3 士 W 9 十 C ， 
Xs; 4=2 tM 6 十 Ga 。 
例 10 解 方程 zs 十 2 3 zz? 十 97 FM 3 —1=0. 
解 令 ~M 3 = a， 将 a 看 作 参 数 ， 将 原 方程 写 为 
xa?+(2xz? 十 1)a 二 (zx: 一 1)=0, 
es 37 5% 


解 出 a， 得 
, (272° 十 1) 圭 (2x 十 1) 
2 四 
于 是 由 
| 2zra 一 一 272 一 1 十 27z 十 1， 
或 
27a= 一 272 十 22，， 
约 去 + (显然 x 二 0 不 是 原 方程 的 根 )， 得 到 


G 一 一 作 ， 
于 古 有 

zi 一 1 一 G 一 1 一 wV 3 
再 由 

274 庆 一 222 一 1 一 2 一 1， 
或 

zZ2? 十 (ac 十 1)z 十 1 一 0， 
解 得 


1 
za, as 一 本 (一 2 一 1] 士 V (十 1)2 一 4 ) 
= (—V5-1t412). 


思考: 与 练习 


1、 高 次 方程 的 特殊 解法 的 核心 是 ， 通 过 各 种 方式 实行 “ 降 阶 ”， 最 后 
归结 为 二 次 或 一 次 方程 的 求解. 试 总 结 一 些 “ 降 阶 ” 的 方法 ， 
2， 解 方程 274 十 2 一 1 一 0. 
1 1 


5， 解 分 式 方程 -二 十 二 十 工 一 0。 


® 38 。 


苯 
， 解 无 理 方程 x*3 一 11x ”十 24 二 0. 
， 解 方程 (z 十 a)(z 十 ac 二 1)(z 十 4 十 2)(z 十 a 十 3) 一 6， 


(提示 ， 将 方程 左 端 第 一 ， 四 因子 相 乘 ， 第 二 , 三 因子 相 采 ， 再 考 嵌 
适当 网 未 知 数 代 换 ， 化 为 二 次 方程 ,》 


， 解 方程 x 和 一 3x 十 5z” 一 4T 十 2 二 0.( 提 示 ， 利 用 待定 系数 法 将 方程 


左 端 分 解 为 两 个 二 次 三 项 式 的 乘积 ,) 


， 解 方程 x* 二 6X? 十 117 十 12 二 0.( 提 示 ， 可 通过 试探 找到 一 个 根 z= 


一 4.) 


. 解 方程 za 十 2w 2 z? 二 27 十 M2 十 1 二 0. (提示 ， 令 ~ 2 一 0， 先 解 
a 的 二 次 方程 .) 
， 解 方程 474 十 2(z 十 1)3 一 4z2(Z 十 1) 一 0，《〈 提 示 ， 将 方程 左 端 除 以 


2 


2 : 二 一 一 一 一 
47Z2 (ZX 十 1)， 并 令 y 7 .) 


， 已 知 方程 125? 十 87? 一 z 一 1=0 有 一 个 二 重 根 ， 试 解 此 方程 


39 ， 


$7” 书 达 定 理 与 对 称 多 项 式 


n 次 方程 
aoz" 十 gz" 1 十 昼 十 gsi7X 二 a, 二 0 (〔《co 关 0) (1) 
f(x)=aor"+T ar" 十 二 ai 十 an (2) 


因此 次 方程 的 根 也 叫做 相应 的 多 项 式 的 根 或 多 项 式 的 零点 . 
`” “多 项 式 的 根 ” 是 代数 的 语言 ，“ 多 项 式 的 零点 ”是 函数 的 语 
言 , 今后 我 们 视 需 要 而 使 用 这 两 个 名 词 ， 

一 、 根 与 系数 的 关系 一 一 韦 达 定理 z 

在 二 次 方程 中 ， 我 们 已 经 知道 了 联系 根 与 系数 的 书 达 定 
理 ， 上 一 节 例 6 的 解法 中 利用 了 三 次 方程 的 根 与 系数 之 关系 . 
这 些 事实 启发 我 们 去 寻找 n 次 方程 的 根 与 系数 的 关系 ， 妈 n 次 
多 项 式 根 写 系 数 的 关系， 

设 上 述 ”次 多 项 式 f(x) 的 4 个 根 是 :XY1，x2，…，XYs， 那 
人 么 有 (x) 可 分 解 因 式 如 下 ， 


a _ 人 _ 
1 (2) oz 二 全 1 十 一 202 十 
Go .Uo 


-Qnra r+) 


Uo dop 


=—ao(X— Ti)(X~— re) (rT— Tr, ), z 
约 去 co， 并 将 上 式 右 端 乘积 展开 ， 得 
i i 
ao dg Uo 


Ug 


e A400 。 


一 2 一 (2 十 2 十 十 za)25 
十 (Ziza 十 Zi73 十 十 ZnTZoDTT 
— (XiroTs TTotst Tr oTn_1Tn Tr 
十 二 [一切 ZaiZe To 十 TXTn-27n 
十 … 十 Zaza Yn)X 十 (一 1)"(XiX2'"Tn). 
比较 上 式 两 端的 系数 ， 训 得 到 多 项 式 根 与 系 数 的 囊 达 定 


tt ‘十 Ys ), 


示 
证 一 (zize 十 zazs 十 … 十 zi Znh， 
0 
一 = 一 (zizazs 十 ziz2Z4 十 … 
心 
1 二 Ti.2Tn-1Tn), (3) 
qs 
Ds 
0 
Xn-oXn 十 TaT3' Ts ), 
a 
[Oo——=(—1)"zi72 Tn. 
Uo 


为 什么 可 以 得 到 上 述 一 系列 等 式 , 其 道理 可 见 $ 11 习题 8， 

详细 地 说 ， 如果 将 多 项 式 各 项 除 以 首 项 系数 no 化 为 首 项 系 
数 为 1 的 形式 ， 那 么 韦 达 定理 告诉 我 们 ， 

x” “的 系数 等 于 4 个 根 之 和 的 相反 数 一 (X1 十 Xs 十 … 十 7X)) 

x"2 的 系数 等 于 个 根 之 所 有 两 个 根 之 乘积 的 和 (xix2 十 
XT 十 TT) / 


zx” 的 系数 等 于 个 根 之 所 有 三 个 根 之 各 积 的 和 的 相反 数 
(riraret T17274t Torn Tn); 


吉首 认 站 业 夫 只 间 直 者 由 各 


7 的 系数 等 于 个 根 之 所 有 (2 一 1) 个 根 之 乘积 的 和 再 滋 


ee Al 。 


D1 BOI) HM rT Ts 1 TiTa 20p 十 2 
en) 
常数 项 等 于 个 根 之 乘积 再 乘 以 (一 1)"， 即 (一 1)"zixa… 
Xn). 
例 1 设 一 个 四 次 方程 的 根 是 1,2, 3,4, 求 这 个 四 次 方程 ， 
解 ” 因 为 
Ti 十 十 X14 二 1 十 2 十 3 十 4==10， 
Z122 十 … 十 Zoz4 一 2 十 3 十 4 十 6 十 8 十 12 一 35， 
Xi1T2Xs 十 十 XoXart4 二 6 十 12 十 8 十 24= 二 50， 
XiT2T3T4= 50, 
所 以 由 韦 达 定理 求 得 相应 的 四 次 方程 是 
Z4 一 1022 十 3572 一 507 十 50 一 0. 
例 2 已 知 方程 x? 一 6z? 十 9zx 十 k= 二 0 的 三 个 根 成 等 差 数 
列 ， 求 值 并 解 这 个 方程 ， 
解 ” 设 三 个 根 是 a 一 d, a, atd. 于 是 由 书 这 定 再 这 三 个 
根 满足 下 列 方程 组 


(a—d)-+a++(a+d)=6, (DD 
(eoat (eolet a taket d= © 
(a—d)a(a+d)=—~&. 3) 


由 解 得 a 二 2， 代 入 @@ 解 得 4= 土 V3, 方程 的 三 个 根 是 
2 一 M3，2，2 十 ~M 3， 由 此 求 得 二 一 2. 

例 3 (1965 年 全 国 高 考试 题 ) 已 知 方程 za 七 pz2 二 qz 十 r 
=0 的 三 个 要 a, 8,» 都 是 实数 ， 证 明 a, 8B,» 是 一 个 三 角形 三 
条 边 长 的 充分 与 必要 条 件 是 ， 

| 和 q>0, r<<0, 
p>4p4q—8r, 
» 42 。 
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”显然 ，c>>0，p>0，?y>>0， 于 是 
~(a+B+y)=p<0, 
apB+ayt+ Br=9>0, 
—(afy)=r<0 
又 因 2,B8,»v 构 成 三 角形 之 边 长 , 所 以 由 “三 角形 两 边 之 和 和 
大 于 第 三 边 " 得 
a+pB—y>0, a—pB+y>0, 
一 4 十 局 十 ?>0， 
于 是 
p*~—4pqi+8r=—(a+B+y)+4(a+ B+y) 
(aB+pBy+ya)—8apy 
=—o—p—y’—2aprtap’ 
+ay*toap+py 十 PT 十 CT 
~—(a+p—rMa—p+r) 
(—a+B+r)>0, 
亦 即 
p>4pq—8r. 
充分 性 ， 
由 02<0，9>>0，r>0 可 知 
a+B+y>0, apB+ay+ phy>0, 
apr>0. 
由 此 可 以 证 明 w>0，B8>0，?>0， 事 实 上 如 果 w, B66,» 中 只 有 
一 个 为 负 ， 那 么 不 能 保证 cC7Y >>0; 如 果 a,B,y 痢 为 负 ， 也 不 
能 保证 cy>0， 如 果 其 中 有 二 个 为 负 , 不 妨 设 <c>0，C< 0， 
”<0， 那 么 由 < 十 0 二?>0， 得 到 c 十 C> 一 >>0， 这 又 导致 
aB thy+ya=ap+r(at+p)<0. 
因此 必须 有 a 二 0,，pP 之 0, ?之 0. 


» 4A43 


由 六 >>429 一 8r 得 
p'~4pgq+8r=(a+p—r)(a—B+?) 
(—Q+Pp+y»)>0. 

于 是 至 少 有 一 个 央 式 六 于 0, 不 炉 设 a 十 6 一 7 之 0, 而 (2 一 
B+y) 与 (一 a 十 6b 十 y) 问号 . 

如 果 CC 一 CC 十 ?>0， 一 cc 十 十 ?>0， 则 立即 得 到 

a+ b>y, b+y>a, «+y>p, 

问题 得 证 . 

如 果 a 一 8 十 py 过 0， 一 a 十 十 7 过 0， 那么 将 此 两 不 等 式 相 
加 ， 得 27<0，P<0， 这 与 yp 之 0 矛盾 

同样 可 讨论 先 假设 a 一 8 十 ?二 0 或 at+B8 十 7 之 0 的 情 
形 . 

因此 ，a, ?可 构成 三 角形 的 三 条 边 长 . 

二 、 基 本 对 称 多 项 陈 

书 达 定理 是 多 项 式 系 数 与 根 之 间 的 一 条 强 有 力 的 纽带 ， 这 
种 深刻 的 联系 还 可 以 进一步 前 发 ， 

书 达 定理 告诉 我 们 ， 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 的 系数 ， 元 非 
是 多 项 式 根 的 一 些 组 合 ， 这 些 组 合 有 一 个 重要 特点 ， 这 就 是 这 
些 根 在 组 合 的 式 子 里 具有 对 称 的 形式 ， 即 任意 交换 两 个 根 的 位 
置 不 会 使 式 子 有 所 改变 (读者 可 月 行 验证 ). 我 们 把 这 些 组 合 的 
式 子 电 估 基本 对 称 多 项 式 ， 亦 印 称 以 下 一 些 关 元 多 项 式 ca， ar 
oe ，on 为 基本 对 称 多 项 式 ， 


O101(X1, Xe, **, Xn) 
二 1 十 To 十 … 十 Zn 
Oo= Oc( XT1, To, "*', Tn) 


— XTXo TF TiX3 和 TT Tn_iTn 


es 14 ， 


Os=03(X1, Xa, ***, Xn) 
=— XiT2T3| TiT2Ta TraTn-1iTn, (4) 
On-1—=O0n-1(X1, To, ‘Xn) 
= Ti To Tn 1 TiTer ez 十 
十 
On=0n(Xi1, Xo, 站 一 并 10 
在 作 了 上 述 规定 后 ， 我 们 就 可 以 说 ， 如 果 不 计 正 负 号 ， 那 
么 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 ， 它 的 系数 是 它 的 根 的 基本 对 称 多 项 
式 ， 如 果 考 虑 正 负 号 ， 那 么 有 
f(z)=7x"—o17" 十 aaz "2 十 … 
十 (一 1 -10 7 十 (一 1 (5) 
其 中 o1，os，…，o, 就 是 f(z) 的 根 的 基本 对 称 多 项 式 . 
三 、 对 称 多 项 式 
设 1% 元 多 项 式 f(T1，X2,， "'，Xw)， 如 果 任 意 改 换 自 变量 
的 位 置 而 不 会 改变 该 多 项 式 ， 即 / 
fx1, Ta, TH)= fT, Tios Cin), 
其 中 zi， zi … ,Xin 是 XZ1，X2,…，Zr 的 任意 一 个 重新 排 
列 ， 那 么 fz1, zs …, zx,) 称 为 对 称 多 项 式 ， 上 面 讲 的 基本 对 
称 多 项 式 无 非 是 对 称 多 项 式 的 特殊 情形 . 
在 高 等 代数 里 可 以 证 明 : 任 甸 一 个 地 元 对 称 多 项 式 都 可 以 
表示 成 这 2 个 元 的 基本 对 称 多 项 式 的 整 代数 式 ， 
比如 我 们 在 8 3 的 鲍 中 已 经 遇 到 过 二 元 对 称 多 项 式 化 为 基 
本 对 称 多 项 式 的 整 代数 式 ， 这 了 豆 是 
f(a,P)=o+P =(a+pb)—2ap 
一 01 一 202， 
f(0,P)=a° p= 03, 
。 45 。 


f(a,P)=a+P=(a+p)—3ap(atB) 
| 一 0 一 3caloy， 
几 a,D) 一 C 太一 a2. 
在 这 一 节 的 例 3 中 我 们 也 遇 到 了 三 元 对 称 多 项 式 化 成 基本 
对 称 多 项 式 的 整 代数 式 ， 这 就 是 
f(2,p,r)=(a+pP—y)(a—p+y) 
(—a+pB+y) 
=—(a+p+y)+4(a+b+y) 
(aB+pby+yra)~—8apy 
二 一 O79 十 40102 一 803， 
下 面 我 们 通过 实例 ， 介 绍 用 基本 对 称 多 项 式 表达 对 称 多 项 
式 的 一 般 方法 ， 
比如 我 们 讨论 对 称 多 项 式 
f(xXi1, Za at 一 2 十 2Z2 十 2Z3 十 并 8 
在 用 基本 对 称 多 项 式 表 达 f(x1, zs，za，74) 时 ， 肯 年 需要 
包含 项 (Xi 十 Xz 十 Xs 十 X= 二 0 但 是 这 样 一 来 ， 又 多 出 TIFT) 
和 zi;zjzs 的 一 些 项 , 于 是 应 该 减 去 这 些 项 ， 如 果 减 去 若干 个 比 
如 设 4 个 
(Xi 十 十 X(Tizg 十 "十 XaX4) 二 0102， 
那么 Xizj 可 以 被 消除 ， 但 是 x;zjzxs 的 项 不 见得 都 能 除去 ， 故 
又 要 减 符 干 个 比如 设 妃 个 
TZ1X373 十 … 十 ZeZzX4 一 0a3， 
这 样 我 们 得 到 
TI 十 XT2 十 2X3 十 XI4 二 O01 十 A0102 十 Bos, 
其 中 4, 8B 是 待定 的 系数 .为 了 决定 系数 4, B, 令 x1= 二 72=1,， 
zs 二 Ts 二 0， 于 是 上 式 两 问 变 为 
1 十 1 十 0 十 0 二 (1 十 1 六 十 A(1 二 +1)(1:1)， 


» 46 * 


2 一 8 十 24， 一 一 3 
再 令 Zi 一 2 一 3 一 1，2Z4 一 0， 得 瑟 =3. 
最 后 得 到 
f (Xi1, za Ta T4)=01—~ 30102+ 30'3. 
从 这 个 例题 中 看 到 ， 如 采 把 zi 写成 
XI 一 TIX2 和 3 和 4， 
再 递 降 rt 上 的 指数 3 直到 1 为止， 分 配给 x2, x; 甚至 z4， 但 
要 求 指 数 之 和 仍 为 3， 瑟 出 这 些 项 ， 
Tixar3z4, ZX 和 
依次 记 下 它们 的 指数 的 数列 ， 
3000, 2100, l1110, 
那么 根据 这 些 指数 作 基 本 对 称 多 项 式 如 下 ， 


323-0 2~] ,1-0 


Oi 01, OT Uo 一 (1GOo， 
ol-1gl"101-0~— 0,, 
然后 令 Xi 十 X22 十 XX 十 X= 二 03 十 Aoi102: FBos 


即 可 ， 此 方法 具有 一 般 意 义 . 
例 4 试 求 多 项 式 f(x)=zxs 十 x 十 2x? 十 x 十 1 的 根 的 立 
方 和 |. z 
解 ” 设 zx) 的 根 为 z+，x2，7X3，X4， 它 们 立方 之 和 为 
Til 十 x2 十 十 X43， 于 是 由 上 述 结 果 再 利用 韦 达 定理 ， 得 
Xi 二 x2 十 X33 十 X14=03 一 30102 十 308 
一 (一 1 一 3 一 1) 
"2 十 3…( 一 1) 一 2。 
由 此 看 到 , 不 用 求 方程 的 根 就 解答 了 问题 ，f(zx) 的 四 个 根 


是 i, 一 i, 二 (一 1+iN 3), 也 可 验证 上 述 结果 的 正确 性 ， 显然， 
通过 求 根 的 道路 来 解答 此 题 的 道路 是 十 分 艰难 的 
: ee A477 »。 


例 5 将 对 称 多 项 式 f(z1, Te, Ya, 74j 一 Zizr2 十 TITA TITY 
十 z273 十 Za73 二 zaxi 表示 为 基本 对 称 多 项 式 的 整 代 数 式 ， 
解 将 zz 写成 zizgzr8z4， 然 后 逐次 获得 数列 
2200 2110, 1111, 
相应 地 有 有 03?0o8 ,of Yo2 os , 


Oi Op la 2O3 ” 


或 02， O03, Cd4， 

于 是 f(xi, Ta, TX3, 7) 一 0 十 4oios 十 Do 
由 f(1,1,1,0)=3=9+ A:3:1+8B.0, 
得 4= 一 2， 以 及 由 


f(1,1,1,1)=6=36—2.4.4 十 B:1, 
得 8 二 2， 最 后 有 


f(r, 2 3, 74)=02—2010;3 二 203., 
思考 与 练习 


1. 设 具 有 符号 系数 的 五 次 方程 x5 一 a1 XY 十 QsX3 一 qs7?- 二 QsX 一 a6 二 0， 
骨 充 X11y 2 Lg， Vas ws 是 它 的 根 ， 由 考 达 和 定理 知 
TI 十 十 Xa 十 十 Tj 二 01， 


TI17o2 十 十 T4756 一 Ga 


Zr 一 Gv， 

试问 ， 是 否 能 从 上 面 的 方程 组 解 出 zt, xzay zay ze, zs， 

2. 说 TYh Xo, Ts 是 方程 Z 十 Z 一 27 十 3=0 的 根 , 试 组 成 以 y1 二 XX，， 
V2 二 TaX1，Ya 二 X172 为 根 的 新 的 方程 . 

5， 设 X71, 7Zo zs 是 方程 z 十 xX?* 十 1 二 0 的 根 ， 试 建立 根 是 yj 二 71 十 XY，， 
Vy: 一 zs 十 Zi ba 一 Ti 十 Z2 的 新 方程 . 

4， 已 知 方程 2z3 一 6z 十 8 一 0 的 三 个 根 是 a, 8,，y， 求 下 列 各 式 的 值 ， 

(1) 〈c 十 有 十 ?3 (2) cc“ 十 订 十 ?3 
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1 1 
(3) 去 十 万 十 闻 
， 求 方程 23 十 pr? 十 qx 十 r= 二 0 的 三 个 根 成 等 比 数 列 的 条 件 .〈 所 求 的 
条 件 是 9 一 户 r) 
.用 基本 对 称 多 项 式 01, 0s, 0 表示 下 列 对 称 多 项 式 (xi, XY2, Za) 一 


3 3 3 3 1 3 3 
TTT TIT TT TT TITa tT Xara, 


(4) By + ya ta pp. 
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$ 8 多 项 式 的 可 除 性 


n 次 代数 方程 解 的 问题 , 即 是 nn 次 多 项 式 的 根 或 零点 问题 ， 
因此 ,代数 方程 论 的 研究 很 目 然 地 妇 结 为 对 多 项 式 的 研究 . 

多 项 式 的 研究 可 以 有 两 个 方 铝 ， 一 个 方 同 是 纯 代数 的 方 
向 ， 它 研究 最 一 般 形式 的 多 项 式 ， 即 在 一 般 的 具有 运算 结构 的 
集合 上 讨论 多 项 式 ， 田 一 个 是 庄 数 论 的 方 品 ， 它 研究 具体 的 数 
域 上 的 多 项 式 ， 常 利用 实数 域 、 复 数 域 的 具体 结构 及 多 项 式 的 
连续 性 ,获得 多 项 式 的 各 种 特性 以 及 多 项 式 零 点 的 分 布 规律 . 

从 这 一 节 开 始 ， 我 们 就 上 述 两 个 方向 作 一 些 最 初步 的 综合 
性 的 介绍 .当然 , 我 们 只 能 都 在 数 域 上 讨论 ， 其 中 几 是 对 多 项 式 
实施 代数 运算 的 讨论 ， 一 般 来 说 都 可 以 推广 到 一 般 的 集合 上 ， 
凡是 利用 了 实数 、 复 数 的 连续 性 和 多 项 式 的 连续 性 的 ， 都 属于 
函数 论 方面 的 讨论 所谓“ 连续 性 ”， 其 严格 的 数学 涵义 我 们 
固然 不 能 涉及 ， 但 是 我 们 可 以 在 直观 上 获得 深信 ， 实 数 连续 不 
新 地 分 布 在 实 轴 上 ， 复 数 连续 不 断 地 其 满 数 平面 ， 实 变数 多 项 
式 的 图 象 是 连续 不 断 的 曲线 ， 如 此 等 等 . 

我 们 先 讨 论 多 项 式 的 一 些 代 数 运算 性 质 ， 在 以 下 各 市 讨论 
中 ， 我 们 总 假定 多 项 式 的 系数 取 日 菜 一 数 域 ， 即 在 茶 个 数 域 上 
讨论 多 项 式 . 

多 项 式 也 叫 整 式 ， 这 就 容易 使 我 们 联想 起 整数 ， 这 种 联想 
是 十 分 目 然 的 ， 整 数 的 一 些 性 质 确 实 能 “移植 ”到 多 项 式 上 
来 ， 我 们 引入 整 系数 多 项 式 一 个 形式 上 的 转换 作为 引子 。 

比如 以 数字 1985 来 说 ， 它 可 写成 
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1985 二 1 X10 十 9 X10 十 8 X10: 十 5， 
令 10= 二 x ， 那 么 得 
xX* 十 9z? 十 8z 十 5， 
这 样 就 实现 了 整数 到 整 式 的 形式 转化 ， 反 之 ， 厂 令 x 二 10， 那 
么 又 从 整 式 转化 为 整数 .由 此 可 见 ， 整 数 的 各 位 数字 与 整 式 各 
次 突 的 系数 具有 十 分 相似 的 地 位 ， 这 就 是 这 两 种 理论 有 许多 相 
似 之 处 的 原因 . 
在 整数 理论 中 ， 有 
被 除数 = 除数 ， 商 数 十 余数 ; 
在 整 式 (多 项 式 ) 理 论 中 ， 类 似 地 有 
税 珍 式 = 除 式 ， 商 式 十 余 式 ， 
没 被 除 式 F(z)= za 十 4272? 一 6z 十 5， 除 式 g (z) 一 z2? 十 1， 
我 们 可 以 象 数 那 样 做 除法 ( 称 为 长 除法 )， 
x 十 4《 商 式 ) 
2X2 十 1 x 二 +4z* 一 6x 十 5 
7 十 并 
4z2 一 7Z 十 5 
42” 十 4 


不 过 我 们 以 后 常 采 用 如 下 书写 格式 ; 
zs3 十 4z2 一 67z 十 51 x? 十 1 
2 +z |z+4 
4z2 一 7z 十 5 《 商 式 ) 
4x? 十 4 
一 7Z 十 1 
( 余 式 ) 


ZX3 二 472 一 67 十 5=(z2 十 1)(z 十 4) 
-41-( 一 7 十 1). 


因此 得 到 
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于 是 有 关系 式 
Jz) 一 0(Cz)9Cz) 十 rz)， 

其 中 

商 式 。 qd(z) 一 z 十 4， 余 式 r(x+)= 一 77x 十 1. 

显然 ， 如 果 将 上 述 除 法 运算 做 到 底 ， 那 么 必定 可 使 余 式 
r《z) 的 次 数 小 于 除 式 g (zx) 的 次 数 ， 

再 设 f(x)=3x5 一 5zx5 十 372 一 2，g(xX)=7X3 一 27? 十 1， 我 
们 用 g (x) 除 f(z) 如 下 (在 缺 项 处 空 一 位 旋 


32 一 525 十 3x2 一 2 2 一 272 十 1 
37°—6x5 二 3x3 37° 二 +x? 二 2x 二 1 
x 一 3z3 十 3z2 一 2 ( 商 式 ) 
2 一 224 二 x? . 
27 一 37 二 272 一 2 
22 一 423 十 27Z 
Z23 十 272 一 27 一 2 
2 一 273 十 1 
42“ 一 27 一 3 
( 余 式 ) 


于 是 我 们 得 到 

商 式 。 g(x)=3zx? 十 xz? 十 2x 十 1， 

余 式 六 zz) 一 472 一 27 十 3. 

一 般 地 说 ， 我 们 可 以 深信 人 下面 的 重要 结论 (证 明 从 略 )， 

定理 ”对 于 某 个 数 域 上 的 两 多 项 式 f(x) 与 g(z) 关 0, 一 定 
存在 唯一 的 两 个 多 项 式 g(Zj) 与 r(Z)， 使 得 

f(z)= g(x)a(z)+r(r), (1) 

当 g(x) 为 非 索 次 多 项 式 时 ，r(X) 的 次 数 小 于 g(xz) 的 次 数 ， 

上 述 定 理 是 多 项 式 整除 性 理论 的 基础 ， 由 这 个 定理 可 以 推 
出 以 下 一 些 定理 ， 
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余数 定理 以 x 一 c(c 为 常数 ) 除 多 项 式 f(x) 所 得 到 的 
余数 学 于 f(c)， 
证 明 设 /(x) 为 被 除 式 , g(x)=x 一 c 是 除 式 ， 因 此 存在 
9 (z+) 和 r(x)， 使 
f/(z)=(z—c)a(z)+r(z). 
由 于 r(x) 的 次 数 小 于 (z 一 c) 的 次 数 ， 所 以 r(xz) 是 零 次 
多 项 式 ， 革 r(x) 为 常数 +。 将 z= c 代入 ， 得 
f(c)=7, 
亦 即 +==f(c). 
这 样 ,要 计算 1(x) 在 z=c 处 的 值 1(c), 也 可 以 计算 f(x) 
除 以 (z 一 c ) 所 得 的 余数 . 
下 面 的 综合 除法 是 计算 余数 的 简捷 办 法 ， 从 而 也 是 简捷 计 
算 函 数值 f(c ) 的 方法 . z | 
例如 ， 已 知 f(z)=x 十 x* 一 57? 一 3x 十 4， 
我 们 用 综合 除法 求 (2). 
先 将 多 项 式 f(x) 的 系数 ( 按 降 寡 次 序 ) 写 出 ， 如 遇 缺 项 可 
添 写 0 ， 然 后 用 符号 “上 L” 隔 开 ， 写 上 2 ， 
1 1 -5 ~3 4 |2 


将 首 项 系数 1 移 至 横 线 下 ， 
1 1 -5.~3 4 12 
1 

再 将 1 乘 以 2 之 积 2 写 在 横 线 上 的 第 二 个 位 置 上 ， 相 加 得 3， 


1 1 —5 -3 4 |2 
2 6 
1 3 1 


53 。 


再 将 3 乘 以 2 之 积 6 写 在 横 线 上 的 第 三 个 位 置 上 ， 相 加 得 
1 ， 依 此 类 推 ， 有 


1 1 —5 3 4 |2 


mid 


2 6 2 —2 
1 3 1 一 1 2 一 余数 


最 后 得 到 的 数 2 就 是 余数 , 故 有 /(2) 二 2( 可 直接 验证 确实 是 
f(2)= 2 ). 

将 24 十 xz 一 572 一 37 一 4 除 以 z 一 2 的 普通 除法 式 子 写 出 ， 
仔细 与 上 述 方法 加 以 对 照 ， 就 会 发 现 上 述 综合 除法 求 余数 的 正 
确 性 (其 严格 证 明 一 一 练习 10 留 给 读者 ). 

例 用 综合 除法 求 1(7z)= 一 275 二 27 十 47 一 3 在 z= 一 3 
时 的 函数 值 (一 3)， 并 求 (zx 十 3) 除 /(zx) 的 商 式 部 分 , 

解 ”利用 综合 除法 ， 算 得 下 表 :， 


-20 2? 0 4 ~3 | 一 
6 一 18 48 一 144 420 


nb 


一 2 6 一 16 48 一 140 417 < 余数 


一 22X5 十 22" 十 47 一 3 
一 (一 22z4 十 673 一 16z2 十 48z 一 140)(z 十 3) 十 417 ， 
求 得 
/(—3)=417, 
商 式 部 分 三 一 2z4 十 6z3 一 16z2 十 48z 一 140， 
利用 余数 定理 可 以 获得 下 述 结 果 . 
因 式 定理 多项式 f(x) 在 并 且 只 在 /(c) 二 0 时， 含有 因 
式 《X 一 Cc). 
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证 明 因为 
f(x)=(x—c)o(x)+ fle), 
所 以 由 f(c)=0 得 f(x) 含有 因 式 (x 一 c); 由 f(x) 含有 因 式 
(xz-c)， 必 然 要求 f(c) 被 (x-c) 除 尽 (因为 第 一 项 (x-c)q(x) 
可 被 (x 一 c) 整除 )， 这 就 只 有 f(c)=0 不 可 . 

重复 运用 这 个 定理 ， 可 以 得 到 下 列 推论 、 

推论 如 果 数 zi，za,，， Xs 两 两 不 等 ， 那 么 多 项 式 f(z) 
在 并 且 只 在 

f(z)=f(72)="=f(7)=0 
上 时， 含有 因 式 
(zZ 一 ZKZ 一 Ze) (ro ri). 

由 此 推论 容易 推出 ， 当 f(xX) 为 n 次 多 项 式 且 它 的 n 个 根 

两 两 不 同时 ，f(x) 可 表示 为 因 式 之 积 的 形式 ; 
f(x)=ao(x~— X(T— re) (rr,), 
其 中 ao 是 f(xX) 的 首 项 系数 . 

我 们 在 建立 根 与 系数 的 书 达 定理 时 ， 已 利用 了 上 述 事实 
(当然 还 不 够 ， 还 未 涉及 有 重 根 的 情形 )， 在 那 时 我 们 悄悄 地 回 
避 了 这 一 事实 的 证 明 ， 采 取 了 软 认 的 态度 ， 到 § 11 的 代数 基本 
定理 建立 了 以 后 这 一 事实 将 得 到 最 后 的 证 明 . 

定义 ”对 于 数 域 上 的 多 项 式 f(xX)，g(X)， 如 有 果 存 在 一 个 
多 项 式 h(x) 满足 / 


f(x)=g(7)h(r), (2) 
那么 我 们 就 说 多 项 式 f(x) 可 以 被 g(x) 束 除 ,g(7) 叫做 fz) 
的 因 式 (或 因子 小。 


”容易 证 明 ,多项式 /(z) 可 以 被 g(z) 吾 除 的 充分 必要 条 伯 
是 F(z) 除 以 9(z) 所 得 的 余 式 等 于 零 , 这 只 要 注意 到 市 余 式 队 
。 55 。 


jz)=9g(z)gCz) 十 r(z) 

这 一 事实 即 可 . / 

多 项 式 的 可 除 性 性 质 和 整数 的 可 际 性 性 质 极为 类 似 ， 我 们 
开 列 于 下 ， 

1) 设 f(7) 可 被 g(x) 整 除 , g(x) 可 被 A(z) 整 除 , 则 f(x) 
可 被 hx) 整除 . 

2) 设 f(z+) 和 和 g(x) 可 以 被 忆 x) 整数 , 则 f(x) 土 g(z) 也 
可 以 被 所 zx) 整除 ， 

3) 知 多 项 式 /zh) 和 g(x) 中 至 少 有 一 个 被 AZz) 整除 ， 
则 乘积 f(x)g(z) 可 被 以 x) 整除 . 

4) 若 多 项 式 f(x) 和 g(xz) 可 以 相互 整除 则 f(z) 和 
9(7) 仅 相差 一 常数 因子 ， 

5) 车 f(x) 可 被 p(x) 整除 , 那么 对 任意 的 a 和 和 6b(6z0)， 
af(x) 仍 可 被 bp(z) 整除 ， 


思考 与 练习 


1， 如 果 你 在 做 多 项 式 除法 时 ， 不 写 出 x 的 各 次 罕 而 只 写 出 它们 的 系数 
( 缺 项 的 系数 为 零 )， 那么 你 会 发 现 ， 允 项 式 的 除法 居然 和 下 数 的 除 
法 有 类 似 之 处 ， 试 选 几 个 整数 系数 多 项 式 进行 练习 ， 以 证 实 上 述 事 
实 的 正确 性 . + 

， 试 求 T4 十 373 十 67? 一 X 一 1 除 以 XY 一 1 的 余 式 . 

、 试 求 75 一 Xx 十 XT: 一 X12 十 TXT 一 1 除 以 (f+ 十 1)(z 十 2) 的 余 式 。 

.不 做 除法 ， 证 明 2y? 一 y? 一 15y 十 18 能 被 好 十 V 一 6 除 尽 。 

:证明 a"* 一 1 能 被 一 1 整除 ， 并 求 商 式 . 

. 用 综合 除法 求 /(2)， 而 /(z) 一 2z4 一 Z3 一 22 一 2 一 1 

.用 综合 除法 求 f( -2)， 而 /(7)= zZ4 十 27? 十 32? 十 47 十 5， 

， 证明 方 程 xz4 十 z3 一 27? 十 47 一 24 一 0 有 两 根 2 , 一 3， 并 求 其 他 两 极 ， 

试 决定 A 汝 马 使 Axi 二 Bz 十 1 能 被 (z 一 1)2 除 尽 。 


OO oo No 辐 NO 


。06。 


10， 如 果 
aozn 十 al7n-1 十 十 0 一 (2 一 C)JCDzro?-1 二 Dr 一 十 
十 bw) 十 7， 
那么 有 po 一 ao 601 二 41 十 4bo,…， ni 二 Gn-i 十 C05-29 了 三 Gn 十 QOn-1s 


由 此 给 出 综合 除法 的 理 沦 根据 ， 


加 57 加 


S 9 ”最 珊 公 因 式 


在 整数 理论 中 有 约 数 、 公 约 数 ， 起 大 公约 数 以 及 互 质 等 概 

， 忆 此 相 类 似 的 在 多 项 式 理论 中 有 因 式 、 公 因 式 、 最 大 公国 
及 册 多 项 区 器 大 等 相 上 一 HW 我 们 已 建立 了 类 似 于 约 数 
的 因 式 概念 . 

定义 车 内 X) 是 两 个 多 项 式 f(X) 及 g(x) 的 因 式 ， 则 
用 XY) 叫做 /(z), g(x) 的 公 因 式 (或 公 因 子 ). 若 d(z) 是 1(zx)， 
9(X) 的 公 因 式 ， 而 且 能 被 它 们 的 任 一 公 因 式 所 整除 ， 则 d(xz) 
叫做 f(x) 与 g(x) 的 最 向 公 因 闵 (或 最 向 公 因子 ). 

我 们 可 以 利用 所 谓 昌 包 转 相 除法 求 机 个 多 项 式 的 最 渍 公 因 
式 ， 为 了 计算 简便 ， 常 对 各 次 余 式 乘 以 常数 .这 固然 影响 了 商 
式 ,， 但 是 对 于 我 们 需要 的 余 式 来 说 无 非 相差 一 第 数 因子 ， 所 以 
并 不 影响 最 高 公 因 式 的 获得 ( 仅 相 差 一 常数 因子 ). 

我 们 以 具体 例子 来 六 明 求 最 高 公 因 式 的 妃 转 相 除 法 

设 多 项 式 f(xX)= 二 x 十 9X? 一 X53? 一 47 一 3, g(xX)==3zx3 十 10x2 
十 2zx 一 3， 我 们 求 几 z)，94zh) 的 最 高 公 因 式 . 

轨 浴 免 分 数量 现 上 9(X) 除 3f (x). 


3 并 -2 
3 27x2— 37 | 0 
一 x3 5x2— 9 9y 一 
(和 磁 以 一 3) | 
3z3 十 15z? 十 27x 十 27 | 1 
32 十 107" 十 27 一 3| 
57“ 十 252 十 30 
_( 陈 以 5) 
Xx* 十 5z 十 6 


(第 一 次 余 式 ri (2)) 
» 508 ， 


求 得 了 次 数 低 于 g(x) 的 第 一 次 余 式 ru (7z) 后 (出 于 我 们 
乘 以 常数 的 关系 ， 该 余 式 与 真正 余 式 有 所 区 别 , 故 用 rzyh) 记 
之 ， 以 示 与 真正 余 式 ri(7) 之 区 别 )， 作 除 式 地 位 的 g(x) 回转 
而 为 被 除 式 ， 而 ri'(7) 作 新 的 除 式 ， 继 续 除 之 ， 
3z3 十 10z? 十 27z 一 3 | 7z2? 十 57 十 6 
373? 十 15z2? 十 187 a 
一 57xX:—167x— 3 一 5 
-二 57 一 25z 一 30_ 
9z 十 27 
( 除 以 9) 
Z 十 3 


(第 二 次 余 式 re’(x)) 
再 将 余 式 ru'(X) 思 转 为 被 除 式 ， 用 第 二 次 余 式 12'(x) 除 
之 ， 乌 籽 际 尽 ; 
XxX* 二 57X 二 6 | 7 十 3 
2 十 327 


2zx 十 6 | 2 
2 十 6 
0 


我 们 说 fre’(7z)==z 十 3 就 是 f(x)，g(z) 的 最 高 公 因 式 ， 
其 理由 如 下 . 

如 果 假 定 我 们 在 轰 转 相 除 时 不 采用 乘 以 常数 的 做 法 而 得 到 
以 下 各 式 ， 


f(z)=9(z)o(zx)+ri(7), 中 
[ae) nna etrels) @ 
ri( 7)=re( x)qsl x), (3) 


那么 由 的 式 知 道 rs( 7x) 是 ri(x) 的 因 式 ， 又 从 @ 式 知 道 ra( I) 
是 g(x) 的 因 式 ， 再 从 中式 知道 ra( x) 是 FLz) 的 因 式 ， 因 此 ， 


es 器 。 


re(z) 就 是 f(x )，g(7) 的 公 因 式 ， 

如 果 还 有 公 因 式 AKCz) 整除 /(x), g(x)， 那 么 由 外 式 知道 
h(z) 必 和 整除 ri(7z), 又 由 包 式 知道 h(x) 必 整 除 ra(x)， 于 是 ， 
凡 整 除 几 z)，9Cz) 的 因 式 一 定 整 除 rz)， 这 表明 m(z) 是 
最 高 公 因 式 . 

ra(7) 与 前 面 的 ra (x) 仅 相 差 一 常数 ， 所 以 ro'(z) 
二 7 十 3 也 是 f(x)，g(x) 的 最 高 公 因 式 . 

在 回转 相 除 时 ， 只 需 涉 及 各 项 的 系数 , 而 写 下 形 如 x* 的 文 
字 纯 系 多 余 ， 另 外 用 数 的 除法 格式 书写 也 有 重复 占 位 置 多 
的 缺点 ， 因 此 我 们 改写 驾 转 相 除 的 书写 格式 如 下 ， 叫 做 分 离 系 
数 除法 ， 读 者 可 仔细 加 以 对 照 、 领 会 


来 以 3 -3 一 1 一 4 一 3|13 10 2 一 3|13 


113 9—3—12—913 15 18 
3 10 2 -3 | -5 一 16 一 3| 一 5 
乘 以 -3 | 一 1 一 5 一 9 一 9 | 二 5 二 25 一 30 
1 3 15 27 27 9 27 | 除 以 9 
3 10 2 一 3 1 “3 | 第 二 次 
除 以 5 5 25 30 余 式 
第 一 次 余 式 1 5 6 
3 
2 2 6 
2 6 
除 尽 0 


由 分 离 系数 除法 得 到 f(z)，g(z) 的 最 高 公 因 式 是 x 十 3 
例 1 求 下 列 两 多 项 式 的 最 高 公 因 式 ， 
f(z)=7x— 7x —z+1, 
0Cz) 一 2 一 2 人 一 42” 十 27 十 3 


00 。 


解 ” 在 缺 项 处 补 上 零 系 数 ( 由 于 版 印 关 系 ， 我 们 将 上 面 分 
离 系数 际 法 的 表 改 号 成 上 下 两 表 ). 


111 0 0~1—1 1 
1—2—4 2 3 
2 2 4 一 3 一 4 1 
3 4 6 
第 一 次 余 式 8 5—8—5 
8 8 0 一 8 
》 5 0 一 5 
5 0 一 5 
除 尽 ， 0 
乘 以 811 一 2 一 4 2 3 
1 | 8-16 一 32 16 24 
8 5 一 8 一 5 加 
一 全 -21 一 24 21 24 
5.21 5.21 
21 一 一 一 21 一 一 
JJ 87 7 87 
除 以 8 8 0 8 
第 二 次 余 式 1 0 一 ! 


由 最 后 一 次 (第 二 次 ) 余 式 (用 波浪 线 标 出 ) 可 知 , f(x)， 
9(7) 的 最 高 公 因 式 是 xz? 一 1. 
例 2 求 下 列 两 多 项 式 的 最 高 公 因 式 ; 
f(x)=7x!:+ 7 二 rx —7r—2, 
g(z) 一 2zs 十 (2 十 iDz? 十 (一 1 十 六 z 一 1 
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解 


条 D2 
1 | 2 2 2 一 “ 一 4 
2 (2 十 1i) (一 1 二 让 一 1 
一 也 一 (3 一 ?) 一 上 一 4 
l 


i 
第 一 祭 式 了 0 二 (8 


乘 以 5| 2 (2 十 ?) (一 1 十 7 


一 工 
2 | 10 (10-+5i) (54+51) -5 
10 一 (6 十 22) 一 (16 十 2 
-十 二 (164+7i) (11+7i) 一 5 
(16 十 7?) 一 去 (41 十 37i) 一 二 (121 十 721) 
去 (96 十 721) =(96+721) = (96+721) 
第 一 余 式 ?7 ? 


1 


NA 


由 最 后 的 余 式 (用 波浪 线 标 出 ) 可 知 1(7z), 9(z) 的 最 高 公 
因 式 是 > 十 1， 

当 人 (7)，g( x) 的 最 高 公 因 式 是 常数 的 情形 ， 那 么 f(x)， 
9(7+) 实际 上 并 不 售 有 真正 的 ( 非 零 次 ) 公 因 式 ， 这 一 情况 无 疑 
需要 加 以 特别 讨论 . 

定义 若 多 项 式 Az)，9(z) 的 最 高 公 因 式 是 常数 ， 那 么 
我 们 说 败 z) g(x) 互 质 . 

两 多 项 式 的 互 质 类 同 于 两 个 整数 的 互 质 ， 在 整数 理论 中 有 
e 62 。 


NN 


这 样 一 条 性 质 ， 两 整数 m,n 互 质 的 充 受 条 件 是 , 存在 一 对 整数 
k,1, 使 
km+in=1, 

类 似 于 这 种 整数 互 质 的 特征 性 质 ， 我 们 有 有 

定理 1 多 项 式 f(X)，g(X) 互 质 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 
人 在 一 对 多 项 式 h(x)，1(X)， 位 

RCz)ACz) 十 几 z)9(z) 一 1， (1) 

证 明 充分 性 . 

如 果 d(xz) 是 f(x),g(zx) 的 公 因 式 ， 那 么 由 (1) 式 ,4d (7) 
也 是 (1) 式 右 端 1 的 因 式 ， 于 是 只 能 有 d(x)=1, 这 就 是 说 
f(x)，g(7) 互 质 . 

必要 性 . 

为 使 叙述 简便 起 见 ， 我 们 假定 f(x )，g(x) 的 辊 转 相 除 至 
第 三 余 式 时 ， 已 经 获得 最 高 公 因 式 是 不 等 于 0 的 常数 c， 即 有 


f(z)=g(x)q( x)+ri(z), (1) 
[ocr tne), (2) 
rzZ) 一 ra(z)aas(z) 十 c。 (3) 
从 (1) 解 出 
ri(z+)=f(x)—g(7x)gi( x), (4) 


代入 (2) 再 解 出 ra(z)， 得 
rz(Z) 一 90(CZ) 一 riCZ)9z(Z) 
=g(zx)—[f(z)—g(z)g9(7)Igs( 7) 
=—g2(7)f(7) 
+[1-+qi(7z)g2s(z)jo(7z), (5) 
将 (4)(5) 代入 (3)， 解 得 
C=ri(x)—rs(r)as(7) 
=f(X)—g(x)gi( x)+q( Tt)ga( 2) f(T) 
。63 。 


i 4 有: : . i 和 kr 1 匡 沁 1 和 直 - 达 AH :上 A .5 本 ， 四 站 F 


—[gs(r)+qi(r)ga(r)9s( x)dg( xr) 
=[1+gqs(x)ga( 7)1f(z)+[—~gi(7x) 
—qa(X)~—qi(zx)gqa( x)qs(z)lg(xz); (6) 


A(z) 一 一 [1+ qa( x)gqa( 7))), 


必 


1 人 (z)= 二 [qi(z) 一 ga(z) 一 9i(z)gz(z)ga(z) 


(6) 式 就 变 汶 
R(T (T+ YX) G(T)=1, 
这 就 是 我 们 要 证 明 的 . 
用 完全 类 似 的 方法 可 以 证 得 下 面 更 一 般 的 事实 (它们 在 整 
数理 论 中 都 有 相应 的 命题 ). 
定理 2 若 多 项 式 f(xX)，g(X) 的 最 高 公 因 式 是 d(x), 则 
存在 一 对 多 项 式 有 k(ZX)，1(x)， 使 
R(T)f(r)+I( LT) G(r)=d(7). (2) 
定理 3 若 多 项 式 /(xX)，g(z) 都 与 多 项 式 h(x) 互 质 ， 
则 f(x).g(xX) 亦 与 h(x) 互 质 . 
证 明 因为 f(z) 与 h(x) 互 质 ， 所 以 有 ARCz)，/(z)， 使 
R(T)f TITIAN) LT)=1. 
以 g(x) 乘 上 式 两 端 ， 得 
R(X)f(r)g(r) tor)N(r)A(z)= g(r). 
如 果 f(x)gl(x) 与 以 x) 有 非常 数 公 因 式 da(z), 那么 上 式 
的 右 端 g(x) 也 含有 因 式 a(X)， 于 是 9(7) 融和 AZ) 不 互 质 
了 ， 这 与 已 知 条 件 了 矛盾 ， 所 以 f(x)g(7z) 必 与 ACz) 互 质 . 
定理 4 设 f(zT)，g(X)，h(X) 为 多 项 式 ， 若 AZz) 整除 
f(x)'g(T)， 而 有 XY) 与 (ZX) 互 质 , 则 h(x) 一 定 整 除 g(x), 
证 明 因为 hx) 与 (x) 互 质 ， 所 以 有 
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RCz)FGz) 十 !(z)ACz) 一 1， 
两 端 乘 以 g(x)， 有 
R(T)f(r)o( rT) oT) rR r= g(r). 
因为 上 式 左 问 第 一 项 含 因 式 (x).'g(x), 能 被 h(x) 整数 ， 
左 端 第 二 项 含有 A(X) 自身 ， 所 以 上 式 右 端 9(z) 能 被 AKCz) 整 
除 . 
思考 与 练习 


1. 试 比 较 两 整数 的 驾 转 相 除 与 多 项 式 的 轰 转 相 除 及 最 大 公约 数 与 最 
高 公 因 式 的 异同 . 

2. 求 多 项 式 f(x)= 二 2(7 一 1)?(X 一 2) 与 9(z) 一 3(z 一 1)(z 一 2) 的 最 
高 公 因 式 ， 

5， 求 多 项 式 /zxz) 一 Z 一 2 与 9(z) 一 2 一 1 的 最 高 公 因 式 . 

4. 求 多 项 式 f(7X) 二 X75 一 7? 一 X 十 1 与 9(Z) 一 24 一 273 一 422? 十 27 十 3 
的 最 高 公 因 式 . 

5. 证 明 多 项 式 f(7)==x4+1 与 9(Z) 一 zs 一 1 互 质 ,并 求 h(x), [(x)， 
使 EC(T)f(X)+ I(r)g(7)=1. 

6. 设 多 项 式 f(z) 和 g(x) 的 最 高 公 因 式 为 d(x), 仿照 定理 1 那样 的 
证 明 ， 证 明 必 有 R(X) 和 (x), 使 R(X)f(zx)+1(x)g(x)= 二 d (zx). 
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$10 多项式 的 因 式 分 解 


合 数 与 质数 ， 这 是 大 家 熟知 的 概念 ， 在 多 项 式 里 相当 于 合 
数 与 质数 的 陨 是 可 约 与 不 可 约 多 项 式 ， 

定义 设 F(z) 是 某 个 数 域 上 的 非 堆 次 多 项 式 ， 如 果 它 能 
分 解 为 同一 数 域 上 的 两 个 次 数 较 低 的 非 震 凑 多 项 式 乘 积 ， 那 么 
我 们 就 把 f(z) 叫 做 该 数 域 上 的 可 约 多 项 式 ， 否 则 ,如 果 f(z) 
不 能 分 解 为 这 样 的 来 积 ,那么 1(z) 就 叫做 该 数 域 上 的 不 可 约 多 
项 式 ， 

根据 定义 ， 作 为 零 次 多 项 式 的 常数 其 地 位 和 数 工 在 整数 里 
的 地 位 一 样 ， 既 不 能 说 它们 是 可 约 的 ， 又 不 能 说 它们 是 不 可 约 
的 . 

多 项 式 的 可 约 、 不 可 约 与 整数 论 里 的 合 数 、 质 数 有 不 类 似 
的 地 方 ， 多 项 式 的 可 约 与 不 可 约 完全 依赖 于 多 项 式 系 数 在 什么 
数 集 或 数 域 里 取 值 ， 亦 即 依赖 于 多 项 式 是 在 什么 数 集 或 数 域 上 
讨论 的 . 

例如 zx? 一 2， 它 在 有 理 数 域 里 不 能 再 被 分 解 了 ， 然 而 扩大 
数 域 至 实数 域 ， 那 么 在 实数 域 上 有 

zZ2 一 2 一 〔(z 十 AW 2 ) (2z 一 W 2 )， 

所 以 x* 一 2 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 多 项 式 ， 在 实数 域 上 就 是 可 
约 多 项 式 了 . 

骨 如 xz? 十 2， 它 在 实数 域 上 也 是 不 可 约 多 项 式 ， 但 是 将 数 
域 扩大 到 复数 域 上 再 进行 讨论 ， 就 有 

z2? 十 2 一 (z 二 7 2 )(r—ivV 2 ), 

所 以 zx? 十 2 是 复数 域 上 的 可 约 多 项 式 ， 
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因此 ，“ 可 约 ” 寺 “不 可 约 ” 是 一 个 相对 概念 ， 相 对 于 我 
们 所 讨论 的 数 域 ， 这 柱 一 永 ， 多 项 式 的 因 式 分 解 也 就 依赖 寺 所 
选用 的 数 域 . 

对 于 多 项 式 x ”一 4， 在 有 理 数 域 上 分 解 为 

x1=(7X?+2)(7x?—2), 
在 实数 域 上 分 解 为 : 

rt—4 二 《Xx?2 十 2) (r+~MV2) (z 一 \ 2 )， 
在 复数 域 上 分 解 为 最 彻底 的 形式 ; 

zt 一 4 一 (z-HiA 2 )(z 一 IN 2) 

(z 十 V2)Cz 一 wV 2). 
今后 如 不 特殊 声明 ， 几 提 到 不 可 约 多 项 式 ， 总 是 指 在 某国 

定数 域 上 为 不 可 约 ， 不 可 约 多 项 式 有 以 下 重要 性 质 . 

定理 1 一 次 多 项 式 总 是 不 可 约 的 . 

证 明 ”次数 低 于 1 的 多 项 式 ， 只 能 是 零 次 多项式 ， 即 常 
数 ， 而 有 零 次 多 项 式 乘 零 次 多 项 式 仍 为 零 次 多 项 式 ， 不 能 得 出 一 
次 多 项 式 来 ， 故 一 次 多 项 式 总 是 不 可 约 的 . 

定理 2 若 不 可 约 多 项 式 p(x) 可 被 另 一 多 项 式 pa(X) 整 
除 ， 那 么 pi(X) 与 pz(X) 只 能 相差 一 个 常数 因子 ， 

证 明 因为 p(x) 整除 p(x)， 所 以 有 多 项 式 9(7)， 使 

p(X)= por)q( 2). 
然而 由 于 pi(x) 不 可 约 ， 所 以 qz) 三 常数 c， 即 有 
p(x)=cp2( x). 

定理 3 设 帮 z) 是 多 项 式 ， 户 Zz) 是 不 可 约 多 项 式 ， 那 么 
或 者 p(T) 整除 1(CZ)， 或 者 p(X) 与 (x) 互 质 . 

证 明 不 可 约 多 项 式 p(Xx) 的 因子 只 可 能 是 菜 常 数 c,， 或 
cp(x)， 因此，f(zx) 和 p(x) 的 最 高 公 因 式 也 只 可 能 有 两 种 情 
视 : 常数 c 或 cp(7x). 

se Bi »。 
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各 1(7), p(x) 的 最 高 公 因 式 为 常数 c, 那 么 f(z) 与 p(x) 
互 质 ， 

各 f(7Y), p(x) 的 最 高 公 因 式 为 cp(7), 那 么 f(7Y) 被 p(z) 
整除 . 

定理 4 若 两 多项式 的 来 积 f(z)g(z) 被 不 可 约 多 项 式 
户 (Z) 所 整除 ， 则 f(x) 与 907) 中 至 少 有 一 个 被 p(X) 整除， 

证 明 ”如果 f(z) 不 能 被 bp(z) 整除 , 则 由 p(x) 的 不 可 约 
性 ， 知 道 f(x) 与 p(7) 互 质 ， 这 时 g(z) 必然 被 bp(z) 整除 ， 
否则 p(z) 不 能 整除 (Xx)'g(x)， 这 与 条 件 相 矛盾 . 

在 整数 理论 里 ， 一 个 整数 可 分 解 为 在 干 个 质数 因子 的 乘 
积 ; 在 多 项 式 理论 里 我 们 也 有 类 似 的 结果 ， 这 就 是 下 面 的 多 项 
式 因 式 分 解 唯一 性 定理 . 

定理 5 在 菜 数 域 上 的 任 一 1 (K 正 整数 ) 次 多 项 式 f(z), 必 
定 能 分 解 为 不 可 约 多 项 式 的 乘积 ; 

f(x)=cpi( x) pe 7) p(x), (1) 
除 一 常数 因子 c 外 ， 这 种 分 解 是 唯一 的 . 

证 明 首先 证 明 可 分 解 性 ， 如 果 f(x) 不 可 约 ， 那 么 定 理 
显然 成 立 ， 如 果 f(x) 可 约 ， 那 么 它 可 分 解 为 次 数 较 低 的 因 式 
来 积 ; 

f(r)= f(x)f2(7). 
如 果 fi(x) 和 ez) 中 有 一 个 或 两 个 还 是 可 约 的 ， 那么 将 它们 
继续 分 解 ， 因 为 n 是 有 限 的 正 整 数 ， 而 一 次 多 项 式 总 是 不 可 约 
的 ， 所 以 上 述 分 解 不 能 无 限 进 行 下 去 ， 必 然 于 有 限 次 而 终止 ， 
最 后 将 f(x) 分解 为 一 系列 不 可 约 多 项 式 的 乘积 . 
f(r)=cpi(x) pa x) p(x). 

其 次 再 证 分 解 的 唯一 性 ， 如 果 A(x) 可 分 解 为 如 下 两 种 不 

可 约 多 项 式 的 乘积 ; 
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f(z)=cpA x) p(x) pil7), 
f(r)=dgu( x)qe( x)" g(x). 
不 妨 设 A& 魏 /， 于 是 有 
cpi(rI)pa( rt) p(t)=dql( xT) 2) 2). 
上 式 左 端 能 被 p(x) 整除 ， 故 右 端 也 能 被 px(x) 整除 . 由 
于 9i(z)，9qz(z)，…9Lz) 的 不 可 约 性 ， 所 以 必 有 一 个 可 被 
pi(X) 整除， 不 妨 设 qx(7) 被 px) 整除 , 但 q(xz), pi(75) 都 
为 不 可 约 多 项 式 ， 又 非常 数 ， 所 以 它们 只 能 相差 一 常数 因子 ， 
即 qi(z)==cip1(X)， 类 似 地 有 qs(X)==c2pa( XY)，*…*"，4a(z) 二 
capr(X). 
如 果 R<<1， 则 有 
cpba(T) be(Z) 一 dci cepz 
pa(X) qari(T)* qz), 


或 C 一 CC ‘Chqpri( T): -q(x). 
然而 这 是 不 可 能 的 ， 常 数 c 不 能 被 非 零 次 多 项 式 ga(z)… 
qxx) 所 整除 ， 


于 是 只 能 有 k=1， 即 有 
gi( x)=cpi(7), ,qe( x)=crpa( x). z 
这 样 我 们 就 证 明了 在 相差 常数 因子 的 情况 下 ,分解 式 是 唯一 的 . 
如 果 我 们 将 所 有 不 可 约 多 项 式 的 首 项 系数 提出 来 ， 而 使 它 
们 的 首 项 系数 变 为 1、 那么 分 解 式 变 为 
f(t)=aopi(7x)po( Tx) pa(X), (2) 
其 中 pi(x),…，pa(7) 的 首 项 系数 为 1，ao 为 XY) 的 衣 项 系 
数 ， 显 然 ， 分 解 式 (2) 是 唯一 确定 的 . 在 (2) 式 的 标准 下 ， 
f(x) 的 分 解 式 就 唯一 了 ， 连 常数 因子 也 不 能 相差 了 . 
在 f(z) 的 分 解 式 中 ,不 可 约 多 项 式 可 以 相同 , 相同 的 p(z) 
称 为 f(z) 的 重 因 式 ， 有 7 个 相同 即 为 + 重 因 式 ， 将 重复 的 因 
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和 oe ， ; 


式 归并 起 来 ， 则 有 
f(x)=a0pi (rz) P22) pr (7), (3) 

其 中 p(x) 是 彼此 不 同 的 首 项 了 条 数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 ， 我 们 
把 分 解 式 (3) 叫做 fz) 的 标准 分 解 式 . 

上 述 多 项 式 因 式 分 解 唯 一 性 定理 ， 从 理论 上 回答 了 多 项 式 
可 以 在 所 讨论 的 数 域 上 分 解 为 不 可 约 因 式 的 乘积 ， 但 是 这 没有 
提供 实际 分 解 的 方法 ， 对 多项式 进行 具体 分 解 ， 有 时 是 异常 困 
难 的 ， 因 为 这 又 和 多 项 式 在 该 数 域 里 是 否 有 根 联系 在 一 起 ， 正 
如 大 家 所 熟知 的 ， 多 项 式 的 因 式 分 解 当 需要 深入 的 思考 和 特殊 
的 技巧 . / 

/ 思考 与 练习 


1， 整 数 里 的 合 数 污 质 〈《 京 ) 数 是 十 分 确定 的 ， 但 多 项 式 的 可 约 与 不 可 
约 却 依赖 于 多 项 式 系数 所 事 自 的 数 域 ， 从 而 显得 不 确定 . 你 能 否 进 
一 步 论 述 一 下 上 述 卷 异 ， 以 展示 多 项 式 论 的 一 系列 结果 不 完全 和 整 
数论 的 结果 相 平 行 . 

2. 2Z- 十 1 是 不 可 约 多 项 式 轩 ? 这样 的 提问 方式 有 什么 不 妥 之 处 ， 

3. 试 证 明 复 数 域 的 二 次 多 项 式 总 是 可 约 多 项 式 ， 而 实数 域 上 存在 任意 
高 次 数 的 不 可 约 多 项 式 ， 

4. 在 实数 域 和 复数 域 上 分 解 %4-azr? 二 ad(dG>0) 的 各 因 式 . 

5. 在 实数 域 上 分 解 7” 一 1 的 因 式 . 


6. 在 有 理 数 域 ， 实 数 域 ， 复 数 域 上 ， 对 多 项 式 f(7X) 二 2X 和 一 27? 一 4 
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sy 11 代数 基本 定理 


一 次 至 四 次 方程 的 公式 解 告诉 我 们 两 件 事 ， 一 是 指出 了 根 
的 存在 性 ; 二 是 提供 了 求 根 的 途径 ， 五 次 及 五 次 以 上 的 一 般 方 
程 不 存在 公式 解 ， 因 此 必然 会 提出 ， 一 般 的 一 次 代数 方程 是 否 
有 根 ? 方程 论 里 的 这 一 根本 性 的 经 典 问题 耗费 了 历代 数学 家 的 
吞 芒 与 毅力 ， 德 国 著名 数学 家 高 斯 (1777 一 1855) 于 1799 年 首 
次 解决 了 这 个 问题 ， 证 明 取 次 代数 方程 在 复数 域 里 至 少 有 一 
个 根 ， 这 个 定理 叫做 代数 基本 定理 . 利用 这 个 定理 就 可 以 得 到 
n 次 代数 方程 在 复数 域 里 有 个 根 (R 重 根 算 和 个 ). 

遍 斯 于 1815 年 和 1816 年 又 提出 另外 两 个 证 明 , 1849 年 他 
又 把 最 早 的 证 明 作 了 简化 ， 现 在 ， 关 于 这 个 定理 的 证 法 很 多 ， 
有 纯 代 数 的 证 明 ， 也 有 用 函数 论 方法 的 证 明 . 不 论 哪 一 种 方 
法 ， 都 要 有 相当 的 准备 知识 .但 是 ， 如 果 我 们 利用 关于 连续 函 
数 连续 性 的 直观 认识 一 一 连续 曲线 与 连续 曲面 ， 那 么 我 们 就 可 
以 给 出 代数 基本 和 定理 证 明 的 基本 思路 和 一 个 详细 轮廓 . 

定理 1 任何 一 个 复数 域 上 的 n( 正 整数 ) 次 代数 方程 在 复 
数 域 里 至 少 有 一 个 根 . 

证 明 不 妨 没 4 次 代数 方程 为 

f(x)=x"+ar" 1+aor" ?+ tar 
十 an 二 0， 

我 们 研究 多 项 式 f(z) 当 工 在 复数 域 中 变化 时 f(z) 的 绝对 值 
( 即 模 ) |f(z)| 的 变化 情况 ， 

没 jz| 二， 那么 有 
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[fCz)|=| x 二 arz” 1 十 ai 十 av| 
>|z"|~—|aollz’ ?| |an| 
-1 


=|x|"(l—|a| x 
一 ia |z|1™") 
一 六 (1 一 | ai 展 -一 … 一 |a,| 有 -7)， 
从 上 式 可 以 看 出 , 当 |x|=R-%% 时 ， 有 |17(z)| 一 co， 这 就 是 
说 ， 当 复数 zx 的 绝对 值 充分 大 时 ， 孔 数值 f(x) 的 绝对 值 也 会 
充分 大 . 
男 一 方面 ，|f(x)| 随 着 z 的 连续 变化 而 连续 变化 , 而 且 有 
下 界 0，|f(x)| 守 0.。 由 此 容易 相信 |f(x)| 有 最 小 值 4. 
因为 |x | 充分 大 为 有 | f(x)| 充分 大 ， 所 以 | f(zx)| 的 最 
小 值 点 不 会 在 无 穷 远 处 取 到 ， 而 是 在 一 个 有 限 范围 里 取 到 . 根 
据 曲 面 “= | jz) | 的 连续 性 (注意 ，z 在 复数 平面 上 变 化 )， 
它 可 以 达到 最 小 值 . 设 | (x) 在 re 处 取 到 最 小 值 上 4， 即 
[f(z0)|=&. 
如 果 我 们 证 明了 /=0， 那 么 加 有 |f(xo)| 二 0, 从 而 f(zx0) 
二 0，Zo 联 是 多 项 式 fx) 的 根 ， 这 样 就 完成 了 定理 的 证 明 . 
现在 我 们 来 证 明 y= 二 0， 用 反 证 法 证 之 . 
如 果 4 去 0， 即 | 用 (zo)| 到 0。 那么 可 以 利用 数 f(zo) 再 作 
一 个 新 的 多 项 式 
作 Z 十 Zo) 
p(x) fro) ， 
它 与 几 z) 同 次 数 ， 但 是 已 其 有 性 质 ， 


0 二 zo) 
(0)= f (Xo) 


/t+zo) 
PT > 
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这 是 由 于 |f(xo)| 是 最 小 值 , 必 有 |/(x 十 zx0) | 之 | f(zo)| 的 毕 
骸 . 
将 p(z) 各 项 写成 下 面 的 形式 ; 
p(X)=1+brr t+ or", 
其 中 RCI 委 R 和 5) 是 使 非常 数 项 系数 5 大 0 的 最 小 正 整数 ， 
复数 点 b; 二 |bs1l(cos gp 十 i sin p) 可 以 绕 原 点 旋转 一 个 适 
当 的 角度 而 达到 实 轴 上 的 负数 点 一 15s|， 这 个 角度 设 为 RB， 即 
有 k0 十 p= 二 180"， 于 是 
(cos RO? sin RO)bs= (cos ROT? sin kG) De 
(cos OO 十? Sin OP) 
= |b,|[cos(kOT+ 9) 
+? sin(kO-}- wm )] 
一 一 bs | 。 
现在 我 们 取 绝 对 值 r 充 分 小 幅 角 为 9 的 复数 r(cos9 
十 7 sin 0)， 估 计 p(x) 在 该 点 处 的 绝对 值 : 
| bpEzr(cos 0-+i sin 6)J| 1—r*|o, | 
tr bi| te tr" |), 


=1—r*(|6|—r|biti| ~ rb,|). 
当 y 充分 小 时 ， 可 使 

os| ~—r|bari|——?r" "|b,|>0, 
从 而 使 ipEr(ecos 0 十 1 sin 6)]| 志 1 一 小 正 数 过 1， 
与 p(X)| 之 1 (对 一 切 z 值 成 立 ) 


相 矛 盾 . 这 是 由 于 我 们 假设 了 0 所 引起 的 ， 于 是 必须 有 
x 二 0, 妈 |/(z0o)|==0 从 而 有 f(xo)= 二 0 |f(z)| 的 最 小 值 点 zo 
碗 是 方程 f(x) 二 0 的 根 . 

定理 2 任何 一 个 n 次 代数 方程 在 复数 域 中 有 nn 个 根 ， 从 
而 在 复数 域 里 可 分 解 为 一 次 因 式 的 来 积 , 
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证 明 没 作 XY) 为 nn 次 多 项 式 ， 其 省 项 系数 为 aa， 由 定理 
1 可知 f(x) 二 0 有 一 个 根 z1， 于 是 用 z 一 zz 去除 f(x) 得 
f(r)=(x—7r)a(r)+ry, 
因为 f(X1)= 二 0， 所 以 将 z= 二 zx1 代入 后 得 到 ri 一 0， 于 是 有 
f(x)=(x~—71)91( 7). 
qzX) 是 (2 一 1) 次 方程 ， 重 复 运 用 定理 1， 又 有 根 xz, 使 
qt(X2) 二 0， 从 而 右 
f(x)=(7X~—7r)(7—r)qga( 7). 
如 此 继续， 至 ?次 后 ， 即 有 
帮 2Z) 一 ao( 工 一 T1 儿 一 了 2) 人 人工 一 Th) 
其 中 可 能 有 些 根 相同 ， 这 就 会 出 现 重 因 式 ， 因 此 它 的 一 般 
形式 又 可 写 为 更 简洁 的 形式 : 
f(x)=ao rz~ rr ro) (To Tt, 
(十 十 … 十 二 ny)， 
从 函数 观 扩 来 看 ， 一 个 复 渔 数 所 起 的 作用 是 把 一 个 复数 所 
Q 通过 复 函 数 头 系 f 映照 为 复数 点 1(Q)， 或 者 说 , 复 函 数 把 点 
Qa“ 搬 家 ”到 了 点 /(&)， 定理 2 告诉 我 们 ， 对 于 二 次 多项式 这 
种 复 沙 数 ,在 复 平面 上 一 定 存在 而 且 只 存在 个 点 (& 重 根 算 
个 尽 )， 多 项 式 把 它们 映照 为 原点 ( 零 操 ). 
利用 上 述 定理 ， 我 们 还 可 以 把 上 一 节 有 关 不 可 约 多 项 式 的 
问题 作 更 深入 的 讨论 ， 它 解决 了 实数 域 和 复数 域 上 的 不 可 约 多 
项 式 的 判定 问题 . 
定理 3 复数 域 上 的 乡 项 式 成 为 不 可 约 乡 项 式 的 充分 必要 
条 件 是 它 是 一 次 多 项 式 . | 
证 明 上 一 节 已 解 尖 了 一 次 多 项 式 是 不 可 约 多 项 式 的 问 
题 ， 如果 1(7) 的 次 数 大 于 1， 那 么 在 复数 或 上 必 有 根 c , 于 是 
f(z) 可 被 (x 一 0) 整除 ， 从 而 f(x) 是 可 约 的 ， 这 样 ， 只 有 一 
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次 多 项 式 是 复数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 . 

为 了 讨论 实数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 的 特征 ， 我 们 建立 实 示 
数 多 项 式 具 有 共 瑟 根 的 定理 ， 这 个 定理 本 骸 也 是 十 分 重要 的 . 

定理 4 设 1j(ZX) 有 是 实 杀 数 多 项 式 , 若 4 二 a 十 0i 是 它 的 枢 ， 
则 它 的 共 抱 复数 C 一 a 一 也 是 这 多 项 式 的 根 ， 

证 明 设 Az)= 一 ao 十 ae 十 十 ar 十 ar， 符 C 捷 
f(z) 的 根 ， 则 f(2)==0， 即 

dao" 十 ai 十 … 十 Go 十 cn 一 0 
利用 对 复数 到 共 力 数 的 运算 性 质 ， 有 
Fa) 一 aoc?" 十 aia 1 十 … 十 antic 十 an 
一 co2" 十 aic5I 填 十 ar ic 十 on 
一 co0" 十 ai2c 1 十 十 aiC 十 cn 
=f(a)=0=0. 

在 上 述 演算 中 ， 利 用 了 实数 a; 与 它 的 共 轿 数 a; 相 等 这 一 
明显 事实 ， 这 样 ， 我 们 就 证 明了 a 也 是 f(x) 的 根 . 

由 于 实 系数 多 项 式 含 复 根 a 的 同时 也 含有 它 的 共 粥 数 a 这 
个 根 ， 所 以 实 系数 多 项 式 的 复 椒 总 是 成 对 出 现 的 ， 复 根 的 总 数 
必定 是 偶数 ， 占 用 了 实 系 数 多 项 式 的 偶 次 因 式 ， 因 此 就 不 难得 
到 下 述 推 论 : 

推论 ”奇数 次 实 系数 多 项 式 至 少 有 一 个 实 根 . 

定理 5 实数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 ， 或 是 一 次 多 项 式 ， 或 
是 二 次 多 项 式 ar? 十 pz 十 c (02 一 4ac 之 0). 

证 明 ”一 次 多 项 式 显 然 是 不 可 约 的 . 

二 次 多 项 式 ar? 十 bz 十 c 在 如 一 4ac 过 0 的 条 件 下 ， 有 一 对 
共 堪 复 根 ， 所 以 它 不 能 在 实数 域 里 分 解 为 一 次 因 式 ， 因 而 这 样 
的 二 次 多 项 式 成 为 实数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 . 

对 于 次 数 大 于 二 的 多 项 式 ， 我 们 来 证 明 了 (z) 在 实数 域 上 
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必 是 可 约 的 . 

本 A(x) 有 实 根 a ,那么 因 式 (x 一 2) 是 实 多 项 式 , 整除/(z)， 
所 以 f(x) 为 可 约 . 

若 /(z) 有 复 根 c ， 那 么 它 必 有 共 斩 复 根 c ,于 是 /(z) 含 
有 因 式 


(xz 一 c)(z 一 xc) 一 z2 一 (ac 十 ca)z 十 aa， 
这 是 一 个 实 系数 多 项 式 ， 因 为 

at+a=(a+06i)+(a—6bi)=20, 

aa=(a+bi)(a~—06i)=a+6? 


因此 ，f(x) 含有 实 系数 多 项 式 的 因 式 xz? 一 (a 十 a)z 二 ax， 故 
f(x) 可 约 . 
推论 ”任何 实数 域 上 的 n 次 多 项 式 f(x) 可 唯一 地 表 示 为 
f(xX)=a0(T— TI) (rT) 
X(4Z2 十 bi 十 9i) (rt ps r+ 9)’, 

其 中 ao 是 f(x) 的 首 项 系数 ，z; 均 不 同 ， 若 p: 二 pj 则 必 90i 大 9 
(i 天 站 ,Ri …, RR,, 11,……, is 都 是 正 整 数 ， 且 有 
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实数 域 上 的 多 项 式 f(z) 的 分 解 式 都 是 实 系数 多 项 式 ， 没 
有 出 现 复数 ， 这 给 人 们 以 错觉 ， 认 为 上 述 分 解 式 成 立 的 论证 与 
复数 无 关 ， 其 实 , 从 我 们 的 证 明 中 看 到 , 正 是 由 于 复数 所 起 的 作 
用 才 使 定理 、 推 论 得 以 成 立 ， 因 此 用 实数 表述 的 上 述 分 解 式 ， 
本 质 上 是 复数 领域 里 的 事情 ， 上 述 事实 说 明了 数学 里 常 有 这 样 
的 现象 ， 一 些 简单 的 对 象 ， 其 内 在 属性 的 揭露 常常 依赖 于 高 一 
级 的 复杂 对 象 的 研究 ， 简 单 里 面 含有 不 简单 的 因素 ， 这 正 是 普 
遍 的 规律 数学 作为 辩证 的 辅助 工具 ， 必 然 会 反映 这 一 点 . 


es TYO 。 
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思考 与 练习 


， 当 多 项 式 f(x) 在 复数 平面 上 到 值 ， 即 x 及 y= 二 f(x) 都 可 取 复 数 


时 ，Y% 王 帮 Z) 的 几何 意义 是 什么 ? 这 时 “y= 二 1(z) 的 几何 意义 是 曲 
线 ” 这 种 说 法 尼 当 吧 ? 


. 多项式 1(7Y) 的 绝对 值 ( 模 )|f (x)| 当 x 在 复数 平面 上 取 值 时 ，4 


二 |f(z)| 的 几何 意义 是 什么 ? 


. 设 /7zZ) 一 天 一 17 在 以 原点 为 中 心 以 1 为 半径 的 单位 圆周 上 变化 ， 


求 | C7)|==| 7? 一 11. (提示 ， 这 时 xz 一 cosp 二 ?sing, 0 和 p< 之 27.) 


,， 设 f(z) 二 7 一 7 十 2， 证 明 f(x) 至 少 有 一 个 实 根 . 
. 设 /(z) 一 Z6 一 1， 找 出 它 的 各 对 共 斩 根 ， (提示 ，z4 一 1 一 0 的 根 位 


于 单位 加 的 内 接 正六 边 形 的 顶点 上 .) 


， 试 证 nn 次 多 项 式 在 复数 域 里 有 且 仅 有 1 个 根 (& 重 根 算 RR 个)， 
， 多 项 式 00X" 十 Q17X" 十 十 Qn-1X 十 an 人 恒 等 于 零 的 充 要 条 件 是 ao 王 


0 一 … 一 Go 一 1 一 0 (提示 : 用 反 证 法 .如 果 ao 关 0, 则 利用 题 6 推 
知 多 项 式 不 恒 等 于 0， 所 以 有 Qo 二 0 .类 似 可 证 01 一 收 一 0n 一 0.) 


， 两 个 多 项 式 


f(x)=aor+ar™ lt +an-iX 二 a 

oT Ee i RE 
忆 等 的 充 要 条 件 是 ao= 王 Do，a: 一 癌 ，…，an 一 5 由 此 回答 待定 系 
数 法 的 理论 根据 是 什么 ? (提示: 利用 题 7 的 结果 .) 


: 设 f(x) 是 实 系数 多 项 式 ， 若 4 二 a 十 6bi 是 它 的 上 重 根 (是 大 于 1 


的 正 整 数 )， 则 a 二 4 一 bi 也 是 该 多 项 式 的 上 月 重 根 . 
试 证 ， 复 数 域 上 的 次 数 大 于 1 的 多 项 式 总 是 可 约 的 ， 
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9 12 ”多项式 的 插值 公式 


n 次 多 项 式 的 零点 在 复数 域 上 有 和 且 仅 有 rn 个 (R 重 算 R 
个 )， 反 之 ,给 出 了 多 项 式 的 个 零点 ， 再 给 出 男 外 一 个 护 上 的 
网 数值 ， 那 么 该 多 项 式 也 就 被 唯一 决定 。 事 实 上 ， 设 Z1，7s， 
,Xr 为 1(X) 的 4 个 零 太 ， 且 yn 一 态 zo 《zol 天 Ti 一 
1, 2,…, 7 ), 那么 

f(x)=a(xT— T(r~ Tr) (zz 一 Zn 


(%= CC) ) 

便 是 被 唯一 决定 的 多 项 式 . 

上 述 事实 , 诱导 出 一 个 新 的 情况 :2 次 多 项 式 可 以 被 (n 十 1) 
个 所 上 的 函数 值 所 唯一 决定 . 

为 了 实用 . 我 们 考虑 实数 域 上 的 多 项 式 ， 并 且 从 下 面 的 角 
度 和 方式 再 次 提出 上 述 问 题 

任意 画 一 条 曲线 ， 一 般 来 说 ， 由 线 上 的 这 一 点 与 那 一 点 并 
没有 什么 必然 的 联系 ， 更 不 能 说 曲线 上 的 这 部 分 点 被 男 一 部 分 
瓜 所 完全 决定 . 

但 是 ， 对 于 特殊 的 曲线 ( 族 ) 来 说 , 曲线 上 这 些 点 与 那些 点 
并 不 孤立 ， 甚 至 会 受到 强力 的 约束 与 联系 . 

直线 ， 它 上 面 的 无 穷 多 个 点 分 布 的 状态 可 以 被 其 中 的 任意 
两 个 点 (不同 的 ) 所 完全 决定 加 ， 它 上 面 的 无 穷 多 个 点 分 布 
的 状态 可 以 被 其 中 的 任意 三 个 乓 (不 同 的 ) 所 完全 决定 . 

现在 我 们 考虑 实 系数 且 目 变量 取 实 数 的 nn 次 多 项 式 ， 它 在 
直角 华 标 系 下 的 函数 图 象 叫做 次 扫 物 线 ， 之 所 以 如 此 命名 是 


® Rs 


基于 二 次 多 项 式 在 耳 角 入 标 系 下 的 图 铺 是 拨 物 恋 的 事实 . 

现在 我 们 提问 ，n 次 抛物 线 ， 它 上 面 的 无 穷 多 个 点 分 布 的 
状态 可 以 被 它 上 面 多 少 个 点 的 位 置 所 唯一 次 定 ? 位 言 之 ，2 次 
抛物 线 可 以 被 它 上 面 多 少 个 点 的 位 置 而 唯一 确定 ? 这 样 提 出 问 
题 具 有 很 大 的 实用 价值 ， 在 造船 工业 中 ， 船 体 上 很 多 曲线 形 凡 
三 次 抛物 线形 来 代替 就 能 满足 拉 术 要 求 。 如 果 三 次 抛物 线 色 以 
被 其 中 若干 个 点 所 决定 ， 那 么 用 这 几 个 点 的 位 置 数 据 就 可 以 决 
定 整 个 三 次 抛物 线 ， 这 对 于 设计 ， 船 体 放样 所 需要 的 数据 量 划 
大 为 减少 了 . 

问题 的 回答 是 : n 次 抛物 线 可 以 被 它 上 面 的 不 同 的 7 十 1 个 
点 所 唯一 关 定 ， 现 在 我 们 来 讨论 这 个 问题 . 

定理 1 设 f(z)，g(x) 是 至 多 nn 次 的 多 项 式 ， 如 采 对 十 
自 实 数 的 4 十 1 个 不 同 值 都 有 相同 的 值 , 那么 它们 恒 等 , EP f(z) 
三 g(x). 

证 明 ”如 果 不 然 ， 作 差 f(x) 一 g(x)， 它 是 次 数 不 超 过 + 
的 多 项 式 ， 人 然而 它 对 于 z 的 4 十 1 个 不 同 的 值 似 为 和 零 ， 团 有 
n 十 1 个 零点 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 即使 是 nn 次 多 项 式 也 只 有 7 
个 零点 ， 因 此 f(x) 一 g(x+) 夺 0， 即 f(x) 三 g(7). 

定理 2? 存在 次 数 不 超过 呈 的 多 项 式 pn《7), 它 在 1 十 1 个 
不 同 的 点 Zi za Zntl 上 各 等 于 给 定 的 数 UV V2，…，2Vort 
亦 即 ， 看 在 只 一 的 一 条 次 数 至 乡 为 n 的 抛物 线 ， 巡 过 给 宋 的 1 
十 1 点 (zi YD), (Xo, Y2), ‘or, (Xntls nl / 

证 明 ”试看 下 面 至 多 为 nn 次 的 多 项 式 
(zr)(T— 723) (To Cntl) 
pT) (zi 一 ze)(zi 一 zs) (Ti Ta) 

(zz 一 2Z1)(z 一 Z3) 人 7 一 Tar 


十 
J 《zs 一 X1)( ra— Z3) (zs 一 Tnr1) 


(TT) (Tri XT— Xi) (TT) 
Ty (Ti— ZI) (Ti Ti Ti Zi) (Xi— Znt1) 


Hy (1) 


n+ TI) (Tn To) Tat1— Tn) 
通过 验算 ， 有 
pr(T1)=Y1 pr( X29)= ys, TD) 一 oa 
亦 即 次 数 不 超过 ?的 抛物 线 通过 ?十 1 个 点 : 
(zu YD), Ta, gba) (Znrl Ynt1), 
公式 (1) 称 为 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 、 
插值 多 项 式 的 特殊 情况 是 过 两 点 的 直线 方程 和 过 三 点 (不 


To 一 此 ] 


一 ji 2 
Y Xi1— Xo Za 一 1 


(Xx— 7x2) (x— 7s) 
(Xi1— Xo) (Ti1— Xs) 
(Z 一 2Z1)(Z 一 Za3) 
Ty rr) (roars) 
(xX— x1) (并 一 22) 
Tye zor) (ro ro) 

由 定理 1 定理 2 立即 可 以 得 到 "次 抛物 线 被 它 上 而 的 
n 十 1 不 同 的 点 所 唯一 决定 。 事 实 上 上 ， 由 定理 2 知 , 存在 次 数 至 
多 为 n 的 独 物 线 通过 4 十 1 不同 的 护 ， 由 定理 1 知 ,这 条 抛物 线 
必 是 原来 的 那 条 次 抛物 线 . 

该 抛物 线 方程 
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4 一 Ji 


解 将 zi 一 1, yi 二 1， 7Z3 王 一 上, Ys=3, Z3 一 人, 1 一 3 代入 
播 值 和 公式， 得 
_ (Cz 十 LJGZ 一 2) ， » (T+—1)(7z— 2) 


2.(—1) 一 2 人 (一 3) 
HaCz-DGHD sot 


例 2 设 a,b,c 为 三 个 相 异 的 实数 ， 求 一 个 多 项 式 ， 这 个 
多 项 式 所 决定 的 函数 y= 二 f(x) 将 a 变 为 56， 将 6 变 为 c, 将 c 
副 为 a， 

解 ” 按 题 意 ， 这 是 一 个 二 次 多 项 式 ， 它 通过 点 (a, 5), (5b， 
c),(c, 49). 由 播 值 公 式 得 


_p (xX—06)(r—c) +e (Zz 一 cj)(z 一 G) 
(a—6b)(a—ce) (b—c)(b—a) 
(zx—a)(r—b) 


To Tao) 


思考 与 练习 


1. 我 们 知道 , ”次 抛物 线 被 它 上 面 的 4 十 1 个 点 所 决定 , 如 果 先 在 平面 
上 给 定 n 十 1 个 点 ， 那 么 由 这 些 点 所 决定 的 多 项 式 一 定 是 nn 次 多 项 
式 吗 ? 

2. 求 通过 点 (1,2)，(2,3)，(3,4) 的 插值 多 项 式 . 

3. 求 通过 点 (0,1)，( 一 1,2)，(1,1) 的 抛物 线 . 

4. ei ai 02 94n+t1s 求 一 多 项 式 使 它 在 ao 处 取 值 9a441(1 三 1， 

,1)， 在 0w+1 处 取 值 491. 

5. pk P(r) 除 以 乘积 (7 一 0) (+ 一 6)(z 一 c) 的 余 式 ， 其 中 0， 
b,c 两 两 互 蜡 . (提示; 余 式 r(X) 是 二 次 多 项 式 ,又 可 证 +《(o)==p(a)， 
7r(0) 二 pb),r《c) 二 pl(c), 利 用 p(a), p06),p(c) 就 可 以 求 r(7).)》 
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$ 13 多项式 根 的 界限 


让 我 们 先 回顾 一 下 以 前 各 节 的 讨论 . 

开始 , 我们 研究 了 整 式 代数 方程 的 一 些 具体 性 质 , 特别 是 如 
何 解 方程 ， 我 们 给 出 了 四 次 以 下 的 方程 的 公式 解 ， 了 世 介 绍 了 解 
高 次 方程 的 特殊 技巧 ， 解 出 了 方程 ， 这 似乎 给 我 们 以 完成 任务 
后 的 轻松 感 . 

接着 ， 在 指出 五 次 及 五 次 以 上 的 方程 无 公式 解 后 ， 我 们 就 
不 得 不 转 入 理论 上 的 研究 ， 从 具体 到 抽象 ， 希 望 从 理论 上 打开 
通路 ， 我 们 集中 力量 对 构成 方程 左 端的 多 项 式 进 行 了 各 种 性 质 
的 探讨 ， 建 立 了 以 代数 基本 定理 为 终点 的 一 系列 结果 ， 这 就 使 
我 们 更 好 地 认识 了 整 式 代 数 方 程 的 问题 ， 实 际 上 是 多 项 式 理论 
的 问题 . 

现在 ， 我 们 机 从 抽象 回 到 具体 ， 上 一 节 的 插值 多 项 式 的 建 
立 已 经 是 这 样 做 了 .我 们 应 该 想到 ， 代 数 基本 定理 只 说 明了 根 
的 存在 性 ， 并 没有 指出 求 根 的 途径 ， 还 有 ， 既 使 三 、 四 次 方程 
有 公式 解 ， 但 是 公式 之 复杂 程度 大 大 降低 了 它 的 实用 价值 ， 即 
使 求 得 了 公式 解 ， 还 需 近 似 算 出 它 的 有 理 数 值 以 便 实用 . 因 
此 ， 付 之 实用 的 关于 多 项 式 根 的 估计 、 近 似 计算 的 讨论 就 显得 
十 分 必要 了 . 

在 这 一 节 中 ， 我 们 先 讨论 多 项 式 根 的 界限 ， 所 谓 根 的 界 
限 ， 顾 名 思 义 就 是 指 多 项 式 根 所 处 的 一 个 范围 ， 是 对 多 项 式 根 
的 一 个 大 致 估计 四 

具体 地 说 , 如 果 多 项 式 F(z) 所 有 的 根 的 绝对 值 满足 关 系 ; 
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1 入 所 有 的 根 的 绝对 值 入 hf， 
那么 f(z) 的 根 就 落 在 以 村 ，rm 为 半径 的 圆 环 里 ， 玉 和 和 分 别 
叫做 根 的 绝对 值 的 上 界 和 下 雾 . 
如 果 只 考虑 实 根 ， 比 如 zu Xz,…， ZX, 是 多 项 式 帮 z) 的 全 
部 实 根 ， 那 么 满足 关系 式 
mT, To TM 
的 数 作 和 mm 分 别 电 做 f(x) 的 实 根 的 上 界 和 和 下界 . 
类 似 地 还 可 以 定义 正 禄 的 上 界 和 下 界 雇 及 负 根 的 上 界 利 下 
界 ， 这 都 是 容易 明白 的 . 
定理 1 设 复 数 域 上 的 多 项 式 为 
帮 zZ) 一 aoz" 十 at 十 … 十 ao 十 Cn(ao 天 0)， 
A 


| co | 


又 设 A 有 是 lail, | cz | ， 本 | an | 宁 的 最 大 和 值 ， 钞 么 数 1 十 


是 f(x) 的 根 的 上 办 
证 明 ” 象 证 明代 数 基本 定理 时 那样 ， 我 们 将 |f(z)| 的 值 
不 晰 缩小 其 估计 式 的 范围 ， 其 中 要 用 至 几何 数列 求 和 公式 ， 
1f(z)| 守 |aor"| 一 |aix"!: 十 aozx" 2 十 十 ay| 
之 lao| tz!"—A(Izx1"™: 
十 jz 上 十 … 十 了 
{zx|”~—1 


=|ao| {7x1"—4 [zj 一 1 


-lzp(lol- -FT 


设 1zj>1， 于 是 有 


4 
[zi| 一 1 


于 是 2) >1al" (Iola i). 
若 要 | jz)|>0， 只 要 |z| 夺 0 以 及 
4 
"EY 


[ol> 


二 


[7z| 一 1 4 


aol 


Iz|>1+ -二 
|ao | 


因此 ， 当 |z >1+4 -和 时 总 有 1f(z)| 之 0， 这 说 明 在 


1z| 之 1 十 长 - ，| f(z)| 不 会 取 零 值 ,因此 f(x) 的 全 部 根 


的 绝对 值 (或 模 ) 必定 小 于 1+ 二 全 数 1+ -让 就 成 为 


/(z) 根 的 绝对 值 的 一 个 上 界 . 
定理 1 不 仅 适 用 于 多 项 式 的 实 根 ， 也 适用 于 复 根 情 形 ， 适 
用 范围 大 ， 必 然 使 结果 不 精细 ， 显 得 粗糙， 下 面 的 定理 2 ， 给 
出 了 估计 正 根 上 界 的 较为 精细 的 结果 . 
定理 2 设 实 采 数 多 项 式 
f(z7)=a0z"+ar" 十 十 ao- 十 an 
其 中 qo 汪 0， 再 设 G (hk 之 1) 是 qo 以 后 第 一 个 为 负数 的 系 数 ， 


BB 是 所 有 负 系 数 的 绝对 值 的 最 大 值 ， 那 么 数 1 十 名 是 多 项 并 


f(x) 的 正 根 上 界 ， 
证 明 ”如果 题 中 所 设 的 as 不 存在 ， 即 全 部 系数 为 正 , 那么 
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1(z) 不 会 有 正 根 ， 无 第 讨论 了 ， 
我 们 假设 zx 盖 1， 那 么 有 
f(x)Paor— las] r+ la TT 
十 |c, -ijz 十 icn| ) 
~>aoz"— B(x" 二 x" 十 十 1) 


rkt+lil 

一 0ox 一 bo 
T+i 

> 一 一 7 Taor* (x—1)—B] 
TT 

> 一 一 一 [ao(x—1)* (zx—1)— BJ 
TR+1 

一 人 二] [oo(z 一 1) 一 也] 。 


由 于 z>>1， 所 以 欲 使 zz)>>0， 只 需 
do(z 一 1 六 一 已 一 0， 
ao( x+—1)>8B, 


(2-D)'> 二 
X 之 1 十 2. 
,万 、， 
因此 ， 在 z>1+Y 芝 的 条 件 下 ,必定 有 f(x)>0, 这 说 明 


,万 
7(z) 的 正 根 的 一 个 上 界 是 1+ 久 生 


例如 ， 我 们 讨论 多 项 式 
f(z)=z5+2rt— 5r3+87—77r—3 
之 实 根 的 上 界 ， 
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出 定理 1， do 二 1. A=8, 所 以 其 实 根 的 上 界 为 
1 十 本 一 9， 
由 定理 2，ao 二 1，k 二 2，B8 二 7， 所 以 其 正 根 的 上 界 , 或 是 
实 根 的 上 界 为 
1+y =1+M7 <3.6. 
显然 ， 由 定理 2 得 到 的 上 界 较 为 精确 . 
再 如 ， 对 于 多 项 式 
f(x)=27x5+ 3rt—107*—607?+ 407x+200, 
由 定理 1 得 到 的 根 的 界限 是 ， 
Qo= 2, A=200, 
上 上 界 必 二 1 十 =101; 


由 定理 2 得 到 的 根 的 界 腿 是 ， 
Go=2, R=2, B=60, 


上 界 奴 =1 二 VY 名 <6.5 
加 ! 何 求 多 项 式 的 根 的 下 界 、 正 根 网 下 界 、 负 根 的 上 界 呢 ? 
为 此 , 我 们 人 研究 多 项 式 f(z) 的 根 导 下 多 各 多 项 式 的 根 之 关系 
Ha， zf (i+), zf 一 站 
设 gi1(X)= 二 (一 7) 的 正 根 为 zo， 于 是 gzo) 一 0， 从 而 
帮 (一 zo) 一 0， 这 说 明 一 zo 是 作 x) 的 负 根 . 如果 有 A 凡是 gi(x) 的 
上 界 ,那么 对 于 gi(7X) 的 根 zo 有 Zo 夺 氏 ,从 而 有 一 Xo 之 一 MM， 
于 是 一 M 就 是 f(x) 的 下 界 。 这样 ，f( 一 xz) 的 根 的 上 界 之 相 
反 数 束 是 f(z) 的 根 的 下 界 . 
。 RG。 


同样 的 道理 可 以 推 知 ，s"/ (二 ] 的 正 根 的 上 界 的 倒数 , 这 


是 7fz) 的 正 根 的 下 界 ，z"f( 一 二 的 正 根 的 上 界 倒数 的 相反 


数 ， 就 是 f(x) 的 负 根 的 上 界 . 

例 ” 试 求 多 项 式 f(z) 二 x’ 十 ?x 人 一 5z; 十 8xX? 一 7z 一 3 的 根 
的 上 上 界 、 下 界 、 正 根 的 下 界 、 侦 根 的 上 界 . 

解 (T) f(z) 的 上 界 3.6， 这 已 在 上 面 求 出 . 

(TI) f(z) 的 根 的 下 界 ， 
六 一 了 ) = 一 25 汪 -274 十 52 十 8z2 十 72 一 3 一 0， 

考虑 方程 ZX5 一 224 一 523 一 8z2 一 7X 十 3 一 0， 
运用 定理 2 ， 得 到 它 的 根 的 上 和 界 是 


1+ /B=1+ 8- 


所 以 f(z) 的 根 的 下 界 是 一 9 


1 -/ 1 1 1 
zj 二) zi - 寺 十 2 记 5 
1 
+8 二 一 7 上 一 3 
起 汪 


一 一 375 一 7Z 二 87 一 522 十 22 十 1 一 0， 
考虑 方程 3xz5 二 7Z 一 8 十 5z 一 27 一 1 一 0， 
求 得 它 的 根 的 上 界 是 


1+1/ Sit 二 <2.7， 
1 
所 以 /(z) 的 正 根 的 下 界 是 =。 


1 RT ， 


(f(z) 的 负 根 的 上 内， 
| ( -= 六 一 3z5 十 7Z4 十 873 十 5282-|-22 一 | 
=0， 
考 虚 方程 37°—77—87°—57x*—27xX++1==0， 
求 得 它 的 根 的 上 办 是 


所 以 f(z) 的 负 根 的 上 界 是 一 一 一. 


思考 与 练习 


1. 定理 1 证 明 中 的 绝对 值 既 可 理解 为 实数 的 绝对 值 ， 又 可 理解 为 复数 
的 绝对 值 ( 即 模 )， 你 是 否 能 讲 一 讲 其 中 的 道理 . 

2， 试 确定 多 项 式 Fz) 一 27 一 2 十 3 的 根 的 范围 . 

5， 试 确定 z5 一 10z? 一 27 十 4 一 0 的 根 的 范围 ， 其 正 根 的 上 下 界 ， 负 根 
的 上 下 界 . 

4. 设 f(x) 为 多 项 式 ， 试 证 多 项 式 z"f (二 ) 的 正 根 的 上 界 的 倒数 ,就 
是 f(z) 的 正 根 的 下 界 ， 
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$ 14 根 的 近似 计算 


更 在， 我 们 在 实数 域 上 讨论 多 项 式 根 的 近似 计算 
设 f(z) 是 实 系数 的 多 项 式 ， 将 变数 按 置 在 坐标 平面 的 

横 办 上， 函数 值 F(z) 一 y 按 置 在 纵 轴 上 , 那么 满足 二 元 不 定 方 
程 y 二 f(z) 的 点 对 (x,，y) 的 全 体 ， 在 坐标 平面 上 形成 一 条 连 
续 曲 线 ， 这 就 是 我 们 在 $ 12 中 提 到 的 4 次 抛物 线 

如果 zo 是 f(z) 的 根 ， f(xo0)=0. 那么 点 (zo, 0) 叉 是 连 
续 曲 线 y= f(z) 与 机 轴 的 公共 点 ,“ 根 ”zo 恰好 是 公共 点 的 模 举 
标 ， 这 样 , 求 根 的 问题 变 成 了 求 连续 曲线 y= f(z) 与 横 轴 公共 
点 的 问题 

如 果 出 现 这 样 的 情况 ，f(a) 过 0, 1(6)>0 (a 过 b)， 那 么 连 
续 曲 线 y 二 f(z) 必然 在 z= 二 a 与 z=6 之 间 穿 过 横 轴 形成 一 个 
交点 (至 少 一 个 )， 即 f(z) 在 [a,6] 内 至 少 有 一 个 根 存在 ， 如 
果 a 与 5 很 接近 ， 亦 即 区 间 很 小 ， 那 么 就 可 用 a 或 5 作为 这 个 
根 近 似 值 ， 不 断 缩小 这 种 区 间 ， 就 能 逐次 接近 所 求 的 根 ， 多 项 
式 根 的 近似 计算 方法 的 基本 精神 就 在 于 此 . 

(一 ) 对 分 法 

设 多 项 式 f(x) 在 区 间 [o,，6] 两 端的 值 异 号 , 不 妨 设 
f(a)<0，/(6)>0， 计算 多 项 式 /(z) 在 区 间 中 点 2 的 值 


/( 22 ) 如 果 恰 巧 有 /| 2 | 一 0， 那 么 就 找 得 了 一 个 根 
2 ; 如果/ (他)*0， 那么 选取 一 个 与 23 2 ) 异 号 的 
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端点 ， 使 该 问 一 个 新 的 区 闻 ， 用 新 的 记号 记 作 
[ai, bi 行 41 二 te, 车 = 出 bi=5, 
对 区 间 [os, 61J, 计 算 多 项 式 f(z) 在 区 间 中 点 呈 二 的 值 


f (全 下]， 按 上 述 同样 的 方法 ， 得 到 [os 5:]， 如 此 继续 ,得 


到 一 系列 区 闻 ， 形 成 一 个 套 住 一 个 的 递 缩 区 间 套 ， 
Lai, biJ，[as, Do [Lo on … 
它 具 有 性 质 ; 
( 工 ) 后 一 个 区 间 仿 在 前 一 个 区 间 之 内 ， 其 长 度 则 是 前 一 
个 的 一 羊 ; 
(T) 多 项 式 f(zx) 在 每 个 区 间 端 点 的 函数 值 异 号 ， 
f(o):f(6)<0 (=1,2,…). 
由 性 质 ( 工 ) 推出 ， 区 间 [ai,6i] 向 某 一 点 zo 缩 扰 ， 即 cr 
bs 随 着 7? 变 大 越 来 越 接 近 于 zxo， 再 由 性 质 〈I ) 可 知 ，f《(z) 在 
zo 充分 小 的 两 劳 函 数值 总 是 异 号 ， 因 为 曲线 y= /z) 是 连续 
的 ,所 以 f(x) 在 zo 处 的 沙 数 值 不 得 不 取 零 值 , 即 有 f(xo)=0. 
于 是 ro 就是 Az) 的 根 . 用 a 或 5; 代替 ze 就 成 为 (7) 的 根 
zo 的 近似 值 . 
例 求 f(z)=7z; 一 27 一 5 在 区 间 [2,3] 里 的 一 个 根 的 近 


似 值 . 
解 “分别 计 算 下 面 一 系列 函数 值 和 区 间 ; 
消 扣 困 数值 有 根 区 间 
12)=~—1<0, f/f(3)=16>0, [2,3J; 
1 (2.5)>9, [2,2.5J; 


se dO) 。 


f(2.25)>0, [2,2.25]; 


1(2.125)>0, [2,2.125]; 
f(2.0625)<<0, [2.0625, 2.125]; 
f(2.09375)<<0, [2 .09375, 2.125]; 
f(2.109375)>>0, [2.09375, 2.109375]. 


于 是 得 到 ，f(z) 的 一 个 根 的 近似 值 为 


2.09375 十 2.109375 
XO 


2 一 2.1015625， 


1 
它 的 误差 界限 是 -地 一 了 一 0.0078125 ( 根 ro 的 准确 值 是 


2.0945514815.… )， 
(二 ) 秦 九 韶 法 
我 国 双 九 韶 (南宋 时 代 ) 约 在 1247 年 发 明了 一 种 高 次 方程 
根 的 近似 计算 法 ， 我 们 称 之 为 秦 九 韶 法 .这 种 方法 外 国 叫 做 所 
谓 示 耐 法 ， 霍 耐 是 英国 数学 家 , 他 在 1819 年 才 发 现 这 个 方法 ， 
述 于 我 国 500 多 年 . 
设 多 项 式 f(z)=aox" 十 qt" 十 … 十 0n-17 十 qo 有 根 4= 
X.clcCa… 求 出 它 的 整数 部 分 <， 然 后 作 变 量 代 换 
ZX 一 X 十 1 
得 到 p(y)= f(a+y). 
当 y= 二 0.9102… 轩 ， 
p10,.0102°"°) = f(a+0.a102.°) 
一 (CC .aias…) 
一 Go(C .aiCa…) 
十 oz(c .aias…) 十 … 填 co 
二 0， 
这 就 是 说 ，a .QQ2… 是 (7) 的 根 时 ，0.Q192… 就 是 f(a 二 y) 
。91 。 


二 91(y) 的 根 ， 


再 进行 变量 代 换 
gf ”10， 
得 到 wi(2) =p:( 言 ) 


pi1(y) 有 根 0 .cicoz… 时 ， pi1(0.0102°*)=0, 相应 的 wp1(2) 
的 根 <0 可 从 下 式 求 出 ; 


< 
一 U,CICo…， 


10 
Zo C1.Q203""", 
以 上 说 明 ， 奉 & ,4Q102… 是 f(z) 的 根 ， 则 通过 位 移 变换 
ZX 二 a 十 y，0.0192… 就 是 p1(y)= 二 f(a 十 y) 的 根 ， 再 通过 伸缩 


变换 y 一 二 ，a4.020s… 就 是 如 (z) 一 gs|( 二 | 的 根 ;设法 求 它 
的 根 的 整数 部 分 cai， 然后 再 作 位 移 变换 z= Ci 十 2 再 作 伸缩 变 
换 v = 了 >，… 求 出 新 的 多 项 式 根 的 整数 部 分 22， 如 此 继续 ， 


我 们 就 可 以 求 出 ,cu Cs, …， 

以 上 所 说 的 是 秦 九 瘟 方 法 的 基本 思路 ， 在 具体 实施 时 还 会 
遇 到 计算 上 的 麻烦 ， 从 f(zx) 获得 p1(y)= 二 f(a 十 vy), 要 展开 各 
次 二 项 式 (a 十 y)”(R 二 1, 2, …,n)， 计 算 量 很 大 ， 如 果 利 用 微 
积分 中 的 泰 劳 公 式 ， 那 当然 很 容易 ， 早 在 十 二 世纪 的 欠 九 韶 却 
创立 了 一 个 很 巧妙 的 计算 方法 ， 可 以 较 简单 地 把 pi(y) 的 各 项 
系数 计算 出 来 ， 下 面 我 们 介绍 这 一 方法 . 

p(y)=f(at+y)=a0(at+ y)" 
十 ai(a 十 y)” 十 … 十 Gan-1(9 十 y) 二 an 
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一 pa 十 Di 十 … 十 2 十 Da， 
如 果 用 y 一 a 代 换 y， 则 得 
aoy "十 Q1y” 十 … 十 Qn_-1y 十 a 
=bo(y~—a)"+bi(y—a)" 
十 十 bn-1(y 一 9) 十 6 | 
=[bo(y—a)” 十 … 十 0 (7 一 0) 十 D。 
由 上 可 见 ,6, 是 (vy 一 a) 除 f(y) 所 得 的 余数 .而 用 (7 一 0) 
除 f(y) 所 得 的 商 式 是 
bay—a)" to(y—a)" + 
十 bn.2(y—a)+b,-1. 
由 上 式 又 可 知道 ，2,-: 是 (y 一 a) 除 第 一 次 商 式 所 得 的 余数 ， 
如 果 对 于 除 第 一 次 商 式 所 得 到 的 第 二 次 商 式 再 用 y 一 a 去 除 ， 
那么 其 余数 就 是 6,-。:，…' 依 此 类 推 ， 就 求 得 了 pi(y) 的 各 项 系 
数 ， 
例 试 求 f1(z)==x* 一 87 十 1 在 [2，3J 之 间 的 一 个 根 的 近 
似 值 ， 精 确 到 0.001. 
解 为 了 求 
pi(y)=f(2+ vy), 
用 y 一 2 除 f(y)==y* 一 8y 十 1. 采用 综合 除法 如 下 ; 


1 0 -8 112 


2 4 一 8 
第 一 次 商 式 >1 2 一 4 一 7 12. 
2 8 
第 二 次 商 式 >1 4 4 12 
2 
1 6 


A 


。 909 。 


0 1 
2“ | 2 —4 一 7 一 5 
2 | 工 4 4= 6b 
2| 1 6=b 
2 | 1=b, 


于 是 得 到 
p(y) = 6y +4y—7, 


10°p(2) 二 2 小 602* 十 400z 一 7000. 
试验 0, 1,2,…, 9 名 数 ， 我 们 得 到 加 (z) 在 7 与 8 处 值 异 
号 ， 故 它 在 7 二 8 之 闻 有 一 个 视 ， 因 此 @=7. 
对 于 yi1(2)， 妃 复 上 面 的 方法 ， 先 得 下 表 ， 
1 60 400 一 7000_ 


于 rr 


1 67 869 一 917 
1 74 1387 
1 81 

1 


| 


po y= y+ 81y T1387y— 917, 


(<)=od( 言 )-( 言 (二 


+1387( 二 -917， 
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10°pae(2)= .27-8102°+ 188700=~— 917000, 
A Pn -一 上 -> fm - 塘 * 、 .和 - 
给 得 它 福 6 洒 7 之 问 在 一 个 月 ， 故 ca 一 人， 


i 
发 
上 
了 > 
Sr 


11 810 138700 一 917000 


一 一 一 = 二 一 一 一 一 一 -一 一 -- 上 -一 -上 -em 


6|1 816 143596 ”一 55424 
6| 1 822 148528 
1 828 
1 


p(y)=y 828y T148528y—55424, 
10°w,(2)=2’+82802?++148528002z 
一 55424000， 
验 得 它 在 3 与 4 之 间 有 一 个 根 ， 故 as 一 3. 
于 是 我 们 求 得 多 项 式 的 根 近 似 值 为 c 二 2.763, 其 精确 庶 已 
达到 0.001, 


思考 与 练习 


1， 对 分 法 求实 根 的 近似 值 ， 它 的 理论 根据 是 什么 ? 

2. 在 条 九 韶 法 中 ， 变 量 代 换 起 着 什么 作用 ? 由 此 进一步 领会 变量 代 换 
这 种 思想 方法 的 重要 性 . 

省 利用 秦 九 韶 法 求 方程 z? 一 27 一 5 一 0 的 正 根 ， 精 确 到 0,01. 
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$15 ”多项式 导 函 数 的 应 用 


多 项 式 的 导 函 数 概 念 ， 可 以 独立 地 由 多 项 式 上 自身 出 发 加 以 
定义 ， 这 就 是 所 谓 多 项 式 的 导 式 概念 ， 这 种 概念 可 以 用 于 讨论 
一 般 集 合 上 的 多 项 式 理论 ， 但 在 我 们 这 里 由 于 篇 幅 的 限制 不 能 
服从 这 一 计划 ， 所 以 我 们 方便 地 借助 于 微 积分 中 的 时 函数 概 
念 ， 在 数 域 上 的 多 项 式 ， 多 项 式 的 导 式 与 多 项 式 的 导 函 数 是 一 
致 的 . 

这 一 节 之 所 以 放 在 最 后 ， 就 是 因为 我 们 需要 读者 熟悉 微 积 
分 基本 知识 ， 如 果 略 去 这 节 ， 这 本 小 册子 仍 将 保持 其 完整 性 , 

一 、 多 项 式 的 重 根 或 重 因 式 

如 果 已 经 知道 x =a 是 多 项 式 f(z) 的 一 个 根 , 要 判断 xz =a 
是 否 为 (x) 的 重 根 只 要 用 x 一 a 除 人 7x), 得 商 式 9(z) 然后 
再 用 x 一 a 除 商 式 g(x)， 除 尽 则 为 重 根 ， 除 不 尽 则 不 为 重 根 ， 
也 可 以 计算 g(a) 是 否 为 零 来 判断 a 是 否 为 (zx) 的 重 根 . 

如 果 用 x 一 a 除 f(x) 及 f(x) 的 各 次 商 式 ， 能 连续 除 尽 
次 ， 而 第 k 十 1 次 除 不 尽 ， 那 么 z=a 就 是 (x) 的 有 重 根 ， 或 
f(z) 含有 k 重 因 式 (zx 一 02). 

利用 导 函 数 概 念 可 以 较 快 地 判别 多 项 式 有 和 丛 重 根 . 

定理 多 项 式 f(x) 有 尺 重 根 二 Q 的 充 要 条 件 是 

f(0)=f (0)=…=f" (0)=0, 
f(a) #0, 
其 中 f(a) 是 作 7) 在 x=a 处 的 i 阶 导数 ， 
。 9096 。 


证 明 由 泰勒 公式 或 直接 验算 ， 下 述 式 子 是 成 立 的 : 


1(z)= fo)+ f(a) (ra)+ 2 (z 一 一 as 


f+» (0) 人 


(Rk— 1)! (zc 二 


十 … 十 


X (zz 一 C “十 … 十 六 -一 ey, (1) 
如 果 定理 条 件 满足 ， 那 么 
f(z)= Ls oe+ tt 人 一 ay 


~—(r—a): BA 十 


1°" (a) nh 
tn 


即 f(x) 有 R 重 因 式 4z 一 ac) 或 好 重 根 xz 一 ax， 
反之 ， 如 果 f(x) 有 k 重 根 z 二 a， 那 么 几 z) 有 A 和 恒 因 式 
(2z 一 2) ， 由 (了 必然 有 /co) = 太一 … 一 太 (cc) 一 0， 
f(a) #0. 
例 1 已 知 方程 /(x)==7x 十 37 一 32 一 72z 十 6 一 0 有 重 根 
Zz 二 1]， 解 此 方程 . 
解 计算 A(x) 各 阶 导数 ， 
jz) 一 473 十 972 一 62 一 7，81 (1 一 0， 
f(r)=12x+187x—6, f/f’(1)#0. 
所 以 x 二 1 是 f(zx) 的 二 重 根 ， 用 (Xx 一 ?7 除 f(z) 得 商 式 z2? 
十 5Z 十 6， 即 有 
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六 7z)= 一 (7 一 区 7 十 5 十 6) 
二 (Zz 一 1)*(7 十 2)(z 十 3)， 
于 是 得 到 方程 的 四 个 根 是 1,1, 一 2, 一 4, 
已 知 多 项 式 一 根 判 别 它 是 否 为 重 根 ， 可 采用 上 述 方 法 ， 但 
是 常常 会 遇 到 多 项 式 的 根 不 知道 的 情况 ， 这 时 如 何 判断 它 有 个 
重 根 呢 9? 现在 我 们 就 来 寻找 这 个 问题 的 解答 ， 
如 有 果 f(x) 含有 重 因 式 (x 一 2)”， 于 是 
f(x)=(x—a)’g(z) (g(a)#0). 
对 f(z) 求 一 阶 导数 ， 得 到 
f’(x)=R(r—0)" g(x)+(z—a)'g’ (7) 
=(zx—a) kg(z)+ (rz—a)g’ (rz)], 
因此 这 时 fx) 和 f(x) 所 含 的 天 于 (x 一 Q) 的 最 高 公 因 式 是 
(z 一 C)” 
一 般 地 说 ， 若 f(x) 在 复数 域 里 分 解 为 
f(z)=a0(z—a) (ra) (rt )t, 
那么 f(x) 和 f(x) 的 最 高 公 因 式 吏 契 
(TA) (xr) tt 1 
如 果 f(z)，f'(z) 互 质 ,那么 表明 j(x) 不 含 重 根 或 重 因 式 ， 
如 果 f(z)，f' (7) 的 最 高 公 因 式 是 d(x)， 而 d(x) 在 复数 域 
上 分 解 为 
z d(x)=(x—a) (人 一 Ca) (一 CD ; 
那么 f(x) 具有 (ki 十 1) 重 根 a1，(hz 十 1) 重 根 02,…, (Ri 十 1) 
重 根 cr. 
例 2 判定 f(z)=2z 一 Xx? 一 3x? 十 57 一 2 二 0 有 无 豆 根 ， 
解 ” 先 求 1(x) 的 一 阶 导 数 
ff’ (zZ) 一 423 一 372 一 62 十 5， 
再 用 加 转 相 除法 求 作 z) 和 广 (z) 的 其 高 公 因 陈 ， 
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i111 一 3 5 一 2 | 14 一 


ii pe——— | 


! 4 一 3 
1 | 4 一 4 一 12 20 —8'478 4 
5 


443-6 5 | 5 一 10 5 
x( 一 们 | 一 1 一 6 15 一 8 5 一] 3 
1| 4 24 一 60 32 0 

4 一 3 一 6 5 

=27| -2754 27 

1 一 2 1 


MAAN 


因此 , xz? 一 2x 十 1 二 (x 一 1)? 就 是 f(z) 和 三 (zy 的 最 高 公 
因 式 ， 故 原 方程 有 三 重要 xz 三 1， 

二 、 施 多 娩 攻 数列 

我 们 先 引 进 数列 的 变 号 概念 ， 设 一 个 数列 


2 一 4 一 ! 9 一 1， 


所 
十 本 ™ 十 ss 


它们 的 符号 恋 化 有 三 次 ， 第 一 个 “十 "到 第 二 个 “一 ”是 一 次 变 
号 ， 第 二 个 “一 ”到 第 三 个 “一 ”不 变 号 ;第 三 个 “一 ”到 第 
四 个 “十 ”又 是 一 次 变 号 ;第 四 个 “十 ”到 第 五 个 “一 ”再 是 
一 次 变 号 ， 共 计 三 次 变 号 ， 这 时 我 们 就 说 ， 上 述 数列 的 变 号 数 
是 3， 

数列 


的 符号 是 


其 中 0 不 计 符 号 ， 所 以 上 述 数列 的 变 号 数 是 4， 
没 (x) 是 一 个 不 含 重 因 式 的 实 系数 多 项 式 , 于 是 几 z) 与 
(7X) 互 质 ， 用 f(z) 除 f(x) 得 余 式 r(x); 
f(z)={ (x)qg(x)tr(r), 
f(x)=f’ (xr)q(x)—[—r(7z))], 
令 一 r(7) 二 fi1(x)， 则 
f(r)=f (rx)gq(r)— f(x). 
用 fi(x) 际 1'(x)， 得 余 式 ro(X)， 再 令 ja(z) = 一 (zh)， 于 
是 有 
f’ (rx)= f(x)gq(7)— f(z), 
再 用 fo(x) 际 fi(x)， 以 此 类 推 ， 得 到 一 系列 等 式 ， 
I(x)=f (rz)g(r)~ fi(7), 
{1 (7)=fi1(7)q(7)— f(z), 
js (2) 
fm-2(7)= f(r) 9n-1(7)— far), 
式 中 f(z) 二 常数 代表 多 项 式 fx) 和 了 '(x) 的 最 高 公 因 式 ， 
这 是 因为 f(x) 写 f(x) 互 质 . 
我 们 将 上 述 思 较 相 除 得 到 的 一 系列 函数 
fx), fx), Fir), jz zz) 
叫做 1(z) 的 施 多 姆 函数 列 
例 3 试 求 多 项 式 1 (x) 二 x 一 57x? 十 8x 一 8 的 施 多 姆 函数 
列 . 
解 ” 完 求 f(x) 的 导数 
广 (z) 三 42 一 10z 十 8. 
f(z) 与 广 (z) 是否 互 质 可 从 加 转 相 除 最 后 记得 的 最 高 公 因 式 
是 否 为 篆 数 而 判定 . 
利用 系数 分 离 法 进行 人 符合 上 述 要 求 的 银 转 相 除 ; 
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114 0 一 20 32 一 32 4 0 一 10 8 X25 


4 0 一 1 8 100 0 一 250 200| 20 
:+2| -10 24 一 32100 一 240 320 
恋 吨 一 5 12 一 16 240 一 570 200| 48 
一 15 45 一 108 144 0 一 "68| 下 
45—4260 3 一 284| 变 号 
+4 4152 144 一 3 284! /sz(z) 
一 346 1038 36 
1038 一 98264 
恋 号 98300 
+ 98300 一 98300 
fs(z) 1 
于 是 得 到 


f(x)=21—57x?+87—8, 
大 (Zr) 一 42 一 107 十 8， 
f(r)=57x?—127x+16, 
fe(7)=— 37z++284, 
fa(+)=—1. 

需要 注意 的 是 在 上 述 运算 过 程 中 ， 对 余 式 可 乘除 以 正 数 ， 
切 不 可 乘除 以 负 煞 ， 因 为 这 会 影响 户 (z) 的 符号 ， 乘 除 以 正 数 
所 得 的 f(x) 仅 与 前 面 定义 的 施 多 姆 函数 列 相 差 一 个 正 的 常数 
因子 ， 不 影 啊 变 号 数 . 

例 4 求 上 题 f(x) 的 施 多 姆 函数 列 在 z=1 时 的 变 号 
数 . : 

解 将 z= J 人 人 上 大 f(x) 的 施 多 姆 函数 列 ， 得 到 数列 
一 4，2 ，9，281， 一 1， 所 以 变 号 数 为 2. 

三 、 施 多 姆 芷 数列 的 性 质 

( 1 ) 任何 两 个 相 领 的 函数 都 没有 公共 根 。 
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假如 fi:(x) 和 了 finkx) 有 公共 根 x 二 a, 则 jz) 和 fi,1(x) 
都 可 被 z 一 a 整除 ， 由 (2 ) 式 有 
fi-1(T)= f(r) 9 (7)— firi(z), 
等 式 石 缮 可 被 7 一 0 瑟 除 ， 所 以 fi-1(x7) 也 可 被 7+ 一 a 整 际 . 
再 倒 准 至 (1 ) 中 前 一 等 式 ， 得 六 sz) 可 被 zx 一 ax 束 际 . 以 此 
类 推 ， 就 会 得 到 f(x) 和 /(x) 可 被 x 一 a 整除， 这 与 f(x) 与 
1 (7X) 互 质 康 慎 ， 故 f(z) 和 firi(7X) 没有 公共 根 . 
(2 ) 设 a 是 施 多 姆 中 间 函 数 广 (z) 的 实 根 ， 那 么 fi.1(7) 
和 和 fi,1(X) 在 I 二 a 必 有 相反 符 必 ， 除 施 多 姆 函数 列 的 第 一 个 
与 最 后 一 个 之 外 ， 都 叫做 施 多 姆 中 间 函 数 ， 
这 是 由 于 fi(Q) 二 0， 故 由 
fi-i(0)= fi(a) go firilo) 
残 
fi _1(0) 一 一 firi(0) 
得 知 fi-1(7x) 与 fivi(x) 在 +==a 处 具有 相反 的 符号 . 
(3 ) 阁 之 增加 并 经 过 茶 一 个 施 多 姆 中 间 函 数 的 实 根 ， 则 施 
多 姆 函数 列 的 变 号 数 不 变 . 
没 fi(a) 二 0， 即 a 为 f(x) 的 实 根 . 由 性质 (1)(2) 知 
道 ， fi-1(0) 和 fi,1(a) 不 为 零 且 符号 相反 ,不 妨 假设 fi-1(a)< 过 0， 
firi(0)>>0， 由 于 多 项 式 的 图 象 是 连续 曲线 ， 所 以 存在 充分 小 
的 区 间 (a 一 e, a 十 e) ,使 fi-1(X)，firt(7) 在 该 小 区 闻 星 保持 
自己 的 符号 这样， 不论 z 在 (a 一 e, a 十 8) 取 何 值 ，f;-1(z)， 
fit1(zx) 保持 原来 的 一 个 变 号 数 ， 于 是 整个 施 多 姆 函数 的 破 号 
数 在 此 邻 域 里 保持 不 变 . 
(4 ) 尘 工 增 加 并 经 过 f(z) 实 根 a， 则 f(x) 与 (7X) 之 
间 的 变 号 数 要 减少 一 个 . 
由 于 多 项 式 的 连续 性 ， 所 以 可 取 充 分 小 的 邻 域 (wa 一 。， 
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a 十 2 )， 使 了 (x) 在 比邻 域 里 仅 有 祖 &, 而 f(x) 在 紫 邻 域 
里 无 根 . 

当 >z 通过 a 于 ，f(7) 必然 变 号 ， 这 是 因为 我 们 前 面 曾经 
假设 f(x) 无 重 根 ,所 以 曲线 y 二 f(x) 必然 穿 过 横 轴 的 缘故 ,而 
f(z) 在 (a 一 ee，Q 十 8) 里 却 不 变 号 ,这 是 因为 f(zx) 在 此 
领域 里 无 根 ， 

这 时 ，/z) 与 f(z) 的 符号 情况 只 有 下 列 两 种 情况 : 


(因为 1(z) 从 十 到 一 为 减少 ， 所 以 (zx) 之 0) 


因此 ， 无 论 何 种 情况 ， 当 xz 通过 a 时 ，f(7) 和 Jf (x) 的 变 号 
数 从 1 到 0， 即 减少 一 个 . 
四 、 施 多 姆 定理 / 
为 了 判断 实 系数 多 项 式 在 某 区 间 里 的 实 根 的 个 数 ， 我 们 建 
立 下 列 施 多 姆 定理 . 
定理 设 f(xX) 是 无 重 根 的 多 项 式 ，a ，0 都 不 是 f(xX) 的 
根 , 这 时 ， f(x) 在 区 间 [a，6] 内 的 实 根 数 竺 于 x 由 a 增 玉 
b 时 ，f(X) 的 范 多 姆 函数 列 所 减少 的 变 号 数 ， 即 f(xX) 的 施 多 
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姆 沪 数 列 在 a 处 的 变 号 数 减 去 在 避 处 的 变 号 数 。 

证 明 当 z 经 过 f(z) 的 施 多 姆 中 间 国 数 的 根 时 ， 施 多 姆 
函数 列 的 变 号 数 没 有 变化 ， 当 zz 经 过 f(z) 的 实 根 时 ， 由 施 多 
姆 函数 列 性 质 (4 ), f(xX) 和 万 (z) 之 间 减 少 一 个 变 号 数 ， 所 以 
整个 施 多 姆 函数 列 的 变 号 数 减 少 一 个 ， 反 之 也 对 .所 以 当 Z 由 
a 增 至 时 ， 恋 号 数 减 少 的 数目 必 为 /(z) 在 5a,6j 内 所 售 的 
根 的 个 数 ， 

当 区 间 [a,0] 缀 为 《一 cc， +400) 时 上 述 定理 仍然 成 立 ， 

例 5 试 求 多 项 式 (x) 二 x“ 一 5z? 十 8z 一 8 的 正 负 实 根 个 
数 . 

解 ”出 例 1 求 得 f(x) 的 施 多 姆 函数 列 ， 

JUzZ) 一 2 一 572 十 8 一 8， 
大) 一 473 一 102z 十 8， 
六 (z) 一 5z2 一 127 十 16， 
jz) 三 一 37 十 284， 
jz) 一 一 1 

计算 它 的 变 号 数 于 下 表 ， 


fi(z) | falz) zh) | fsl7) 变 号 数 


站 (xz) 的 施 多 姆 函数 列 在 (-oo,0] 之 间 的 变 号 数 减少 3 一 2 
=1， 在 [0 十 co) 之 间 的 芝 号 数 减少 2 ~ 1 = 1， 记 以/(z) 
有 一 个 负 根 ， 有 一 个 正 根 ， 还 有 一 对 共 罗 复 根 . 
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例 6 试 求 A(z) 三 324 一 425 一 622 一 127z 十 1 的 实 根 个 数 
以 及 它 在 [0, 3] 里 根 的 个 数 . 
解 ”用 锯 转 相 除 法 求 得 (x) 的 施 多 姆 函数 列 ， 
三 (zz) 一 324 一 4235 一 622 一 127 十 1 
f’'(z)=12(7x3~— 7 —7X—1), 
f(x)=27x°+ 67, 
ja(z) 一 一 31z 十 4， 
fs(7X)=~1. 


x) Cz) fz)|fa(z)|fs(z)| 变 号 数 | 


pi i re 


-~ |+| -I+|+|-|; 
mamuaae 
~ |+|+|+| -| 1 


由 上 表 看 出 ，f/(z) 有 2 个 正 根 . 
= fCz) |P(z)| fa(z)| Pa(z)| 7a(z)| 变 号 数 
| +- + sa 


3 + + +|-|- ] 


由 上 未 看 出 ，/(x) 在 [50, 3] 中 有 2 个 根 , 亦 即 是 f(z) 的 全 部 
实 假 了. 
利用 施 多 姆 定理 可 以 将 根 隔离 ， 导 找 使 f(z) 的 施 多 姆 函 
数列 之 变 号 数 减少 一 的 区 间 ， 那 么 这 个 区 间 里 仅 有 f(x) 的 一 
个 根 。 把 根 隔离 出 来 后 ， 就 可 以 近似 订 算 实 根 了 . 
需要 特别 指出 ， 运 用 施 多 姆 定理 的 前 提 是 多 项 式 不 含 重 根 
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或 重 因 式 ， 在 有 重 根 或 重 因 式 的 情况 下 ， 首 先 要 求 出 f(z7) 和 
f(z) 的 最 高 公 因 式 d(x)，d(x) 机 是 f(x) 的 重 因 式 部 分 ; 
其 次 用 d(z) 除 f(zx) 得 商 式 9(7X), 那么 g(x) 就 不 含 重 因 式 且 
包含 1(7Y) 的 所 有 不 同 的 根 ， 然 后 再 对 q(x) 运用 施 多 姆 定理 ， 
求 出 实 根 个 数 ， 将 和 根 隔 离 并 找 出 只 会 一 个 根 的 区 间 ;， 最 后 进行 
近似 计算 . 

五 、 月 切线 法 求 根 的 近似 值 

在 方程 f(x)==0 的 根 x= 
a 的 近 和 劳 取 工 一 XY。 作为 初 值 ， 
在 点 (xo, 了 (zo)) 人 外 作曲 线 y 
三 /(z) 的 切线 ,由 图 3 的 情形 
看 出 ， 该 切线 与 x 轴 的 交点 x1 
x 将 比 xo 更 接近 根 C。 扣 2Z 一 7Z1 
求 出 后 ， 在 后 (7Z1，f(7X1)) 处 

(图 3) 作曲 线 y 二 有 (x) 的 切线 ， 那 么 

该 切线 与 x 加 交点 zs 又 比 x1 更 接近 根 a， 点 7 二 zs 叫做 方程 
的 第 二 次 近似 根 ， 以 此 类 扒 ， 就 可 以 求 得 根 < 的 一 系列 近似 什 
1 Xa """, 

将 上 述 想法 解 太 地 表达 如 下 . 

过 点 (zo, (X20)) 的 切线 方程 是 
yj(xo)=f (ro)(z— zr0), 
假 没 了 (xo) 下 0， 该 切线 与 模 负 y=0 的 交点 是 (Xx1，0)， 于 是 
(z1,0) 满足 切线 方程 ， 代 入 后 得 

0 一 帮 xzo) 王 三 (zo)(Czi 一 zo)， 
fC) 


X11™ Xo, 


es] 


“19060 w 


同样 ， 过 点 (zu A(z1)) 作 切 线 与 可 铀 y=0 的 交点 的 横 从 
标 x， 可 出 下 式 求 得 ， 


人 2 一 ra (f (xr) 0), 


一 般 情 况 ， 根 a 的 第 次 近似 根 是 


rr) (3) 
使 用 切线 法 对 ， 函 | 
数 的 图 象 应 象 图 3 中 所 
示 的 情况 那样 才 好 ， 即 
时 线 丁 岂 槛 萎 ， 如 果 旬 
图 4 那样 ，x! 反 而 比 xo OF ,x 
更 还 离 根 a， 为 了 访 赴 
这 种 情况 ， 可 假设 
f(ro)f’(x0)>0. 
这 上 时， 曲线 在 点 po 处 总 是 凸 向 横 轴 的 . 
如 果 阔 数 f(z) 在 点 & 处 不 满足 条 件 而 着 手 进行 计 算 ， 那 
么 这 也 是 无 妨 的 ， 因 为 在 zi 远离 a 后, 继续 做 下 去 仍 可 以 再 次 
接近 根 a 的 ， 因 为 这 时 总 有 虚 (x1:，f (zi)) 使 曲线 再 次 凸 向 横 
祖 ， 亦 即 再 行 注 足 众 件 f(ri)f (7x;)>0. 总 之 ， 在 f’' (x0), 
f(z!),… 不 等 于 零 的 情况 下 , 用 切线 法 求 近似 根 总 是 可 行 的 . 
例 7 求 7 一 2z 一 5 二 0 在 zo=2 附近 的 实 根 近似 什 , 
解 ” 取 xo==2 作为 初 值 进行 计算 。 
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六 1 一 2 TFT 2 一 本 2 
加 f(2.1) ， 。， 0.0061 

Z2 一 2 .1 -FDI 2.1 11 23 
2.09457. 


在 §$ 14 中 我 们 用 对 分 法 计算 了 上 述 方 程 的 这 个 根 , 对 分 区 

六 次 ， 计 算 量 又 大 . 在 这 里 求 到 第 二 次 近似 很 所 得 之 结果 已 
比 导 时 革 但 多 ( 根 的 准确 值 是 a 二 2.,0945514815…). 

高 次 方程 的 近似 求解 方法 其 多 ， 可 参考 有 关 计 算数 学 的 
书 ， 

思考 与 练习 

1， 应 用 施 多 姆 定理 证 明 无 重 因 式 的 实 系 数 三 次 多 项 式 zs+ pz+d 在 

全 十 二 >0 条 件 下 只 有 一 个 实 根 ， 在 2 -十 妃 < 0 的 条 件 下 有 


三 个 实 根 . 
2， 确 定 多 项 式 x 一 2x? 十 x? 一 2 实 根 的 个 数 ， 


3， 确 定 多 项 式 x 一 6x3 一 8x?+47 一 1 正 负 根 的 个 数 ， 
4. 用 切线 法 求 6z 十 87? 一 37 一 4 二 0 的 正 根 之 近似 信 ， 精 确 到 0.01， 
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